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মাতৃভাষায় গাঁণত চর্চার সুবিধার্থে পশ্চিমবঙ্গ রাজ্য 2089 পর্যদ বাংলা- 
ভাষায় কিছু গণিত বই রচনার উদ্যোগ নেন, তারই иө হিসাবে পশ্চিম- 
বঙ্গের বিভন্ন বিশ্ববিদ্যালয়ের সাম্মানিক স্নাতক ও স্নাতকোত্তর পাঠ্যক্রমের উপযোগী 
করে ভেষ্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর এই Tasa দুটি নিয়ে এই বইতে আলোচনা করা 
হল। যাঁদও ভেক্টর এবং টেন্সর আপাত miss গণিতের ভিন্ন ভিন্ন শাখা 
বলে ЧЧ হয়; কিন্তু প্রকৃতপক্ষে একাঁট অন্যটির পাঁরপুরক। এই কারণেই 
বিষয় দুটিকে একতে আলোচনা করার চেষ্টা করা .হয়েছে। বইটিকে দুটি, 
গারচ্ছেদে বিভন্ত করা হয়েছে। স্নাতক ভরের জ্যামিতি, কলনবিদ্যা, বাঁজগাঁণত 
ও ভেঙ্টর-বীজগাণত সম্বন্ধে পাঠকের সম্যক জ্ঞান আছে ধরে নিয়ে এই AEF 
আমরা রচনা করেছি। ছাত্র-ছাত্রীরা যাতে, আলোচিত বিষয় সমূহ ভালভাবে 


99 করতে পারে তার জন্য প্রত্যেক অধ্যায়ে প্রয়োজন মত উদাহরণ ও অনুশীলন? 


দেওয়া হয়েছে! এ ছাড়া বিষয় সমূহ যথাসচ্ভব স্পষ্ট ও ч. ভাবে 


উপস্থাপিত করার চেণ্টা করা হয়েছে। 


সমন্ত ভরের আলোচিত ধারণাগুনলির সাধ্যমত জ্যামাতিক ব্যাখ্যা' দেওয়া 
ইয়েছে। গাণিতিক পদার্থ বিদ্যা ও ঘন্র-বিদ্যায় এই প:ন্তকের বিষয়াবলীর Tales 
প্রয়োগ সম্ভব, এবং এ বিষয়ে পাঠকের আভানিবেশের জন্য কিছু সহজ প্রয়োগ 
আলোচনা করা হরেছে। এছাড়া অবকল জ্যামাত, 'রিমান'ীয় জ্যামাত, 
{জওডোঁসক ইত্যাদি বিষয়ের উপস্থাপনা করা হয়েছে । এসব আলোচনা কালে 
“বিষয়ের প্রতি সম্যক ধারণা করার উদ্দেশ্যে বেশ কিছু উদাহরণ সংযোজিত আছে। 


বইটি দীর্ঘাদন ছাপার অপেক্ষায় ছিল । নানান কারণে ছাপতে দর্ঘ সময় 
লেগেছে । প্রুফ দেখার 93109 জন্য অনেক 'ছাপাখানার ভুল’ থেকে গেছে। 
বোদ্ধা পাঠকমান্রই এই ভুল বুঝতে পারবেন 1 তবুও একটি শ:দ্ধিপত্র সংযোজিত 
হল। আগামী সংস্করণে এই ভুল অবশ্যই বার্জ‘ত হবে 1 


বইটিতে বিষয় হিসাবে নিশ্চয়ই আমরা নৃতনত্ব দাবা করতে পার না! 
সচনা কালে বিভিন্ন বই-এর সাহায্য নিয়েছি, তবে নিজস্ব চিন্তাধারার গ্রাতকলন 


(я) 


অবশ্যই বইটিতে থাকছে 1 реш কলন ও টেন্সর বিষয়ে, বর্তমান 78910: 
বোধকাঁর বাংলা ভাবায় প্রথম sg 1 পদকের 0.15 বিচ্যুতি অথবা গঠনমূলক. 
সমালোচনা পাঠকের কাছ থেকে পেলে উপকৃত হব। কোন রকম ইংরাজী 
LIRA সহায়তা ছাড়া এই গন্তকে আলোচিত বিষয় সমূহ বোঝা যাবে আশ 
কার। আলোচ্য বিষয় শিক্ষালাভের সহায়ক হলে, আমাদের পরিশ্রম সার্থক 


দিয়েছেন। সেই ATTE 
ও'দের কৃতজ্ঞতা জানাই | 


শাবধার মধ্যেও 4218 মুদ্রণ করেছেন। তাঁকে, 
নির্মল কর্মকার মহাশয় চিন্রাৎকণে 


Жө], ১৩১৪ 


тагат 


প্রথম পরিচ্ছেদ 
ভেক্টর কলন বিদ্যা 
প্রথম অধ্যায় : 
ভৈষ্টরের অন্তরকলন ও সমাকলন š 


11 ভেক্টর অপেক্ষক। 12 ভেক্টর অপেক্ষকের কাঁতয় উপাংশে প্রকাশ 1 
13 ভেক্টর অপেক্ষকের সীমা ও সান্তত্য। 1:4 (а) sal বিষয়ক 
বাঁজগাণাতিক প্রতিপাদা। 14 (9) সান্তত্য বিষয়ক বীজগাঁণাঁতিক 
প্রতিপাদ্য । 1'5 ভেষ্টর অপেক্ষকের অন্তরকলজ। 1.6 ভেক্টর অন্তর" 
কলজ বিষয়ক samai 17 85818 প্রাসঙ্গিক উপপাদ্য 18 
উদাহরণমালা ও অনুশীলন? 141 19 ভে্টর অন্তরকল। 1-10 
বহম্চলাবাশিষ্ট ভেষ্টর অপেক্ষক। 1:11 її অন্তরকলনাচ্ক সংক্রান্ত 
সংব্রাবলী॥ 1:12 Wamaq দেশে বররেখা 113 বলাবদ্যায় ভেষ্টরের 
প্রয়োগ । 1:14 উদাহরণমালা ও siqa 1B! 1-15 watas 
সমাকলন। 1'16 সীমিত সমাকল। 1:17 রৈখিক ভেক্টর অন্তরকল 
সমশকরণ। 1-18 উদাহরণমালা ও অনুশশলনণ 1 01 


দ্বিভীয় অধ্যায় : 

অবকল প্রকারক $ 

271 স্কেলার ও ভেক্টর বিদ্দ; অপেক্ষক। 2:2 সমাগক তল। 23 
স্কেলার বন্দ; অপেক্ষকের গ্রোয়েন্ট বা নাতি ভেক্টর 1 2.4 স্কেলার 
বিন্দু অপেক্ষকের 'দিক্‌-অন্তরকলজ 1 25 স্কেলার বিন্দু অপেক্ষকের 
গ্লোডয়েন্টের জ্যামিতিক প্রয়োগ ৷ 2:6 сәда প্রকারক। 2-7 উদাহরণ- 
মালা ও অনুশীলনী 2 А! 2:8 ভেঙ্র বিন্দু অপেক্ষক। 2:9 ভেক্টর 
বিদ্দ; অপেক্ষকের ডাইভারজেঞ্স ও কাল" বা আবর্ত। 2:10 প্রতিপাদ্য ৪ 
div f এবং curl £ অক্ষ নিরপেক্ষ 2711 ডাইভারজেন্স ও কাল 
এন দণ্টান্ত। 212 গ্রেডিয়েন্ট, ডাইভারজেন্স ও. কার্ল সংকান্ত 


1—60 


সম্লাবলী। 213 উদাহরণমালা ও অনুশীলনী 2 B 1* 61—114 


(C চি) 
দশম অধ্যায় ° 
Тая প্রতপকাবলগ £ 
10-1 'রিমান"বিস্টোফেল টেন্সর 1 10-2 রক ঢেন্সর । 103 amis 
অভেদাবলগী। 104 গউসীয় বক্তা । অনুশশীলনী 10 1 213—289 
একাদশ অধ্যায় š 
সমান্তরলতা ও জওডোঁসক = 
111 সমান্তরালতা। 112 জিওডোসক। 11-3 ভজিওডোঁসিক স্থানাগক ৷ 
114 'রিমানীয় দেশের উপদেশ ও সমান্তরলতা। 11-5 টেন্সর অন্তর- 
কলন ৷ 11'6 মানায় বরুতা। স:রের উপপাদ্য। অনুশীলনী 111 286—312 
দ্বাদশ অধ্যায় 2 
টেন্সরের প্রয়োগ 2 


1271 সন্ত মাধ্যমের গাঁণত ৷ 12:1 (A) বিকৃতি টেন্সর 1 12-1 (В) 
সন্তভ মাধ্যমের পাঁড়ন টেন্সর। 12-7 (C) সন্তত মাধ্যমের সাম্যাবস্থার 


সমীকরণ । 122 আপোক্ষকতা । 313—328 
পাঁরভাষা 32% 
чш 
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প্রথম পরিচ্ছেদ 


প্রথম অন্যায় 


ভেক্টরের অন্তরকলন ও সমাকলন 
(Differentiation and Integration of Vectors) 


11. ভেক্টর অপে ক্ষক (Vector function) 

একাট сәй f যাঁদ একাঁট স্কেলার চল u (Scalar variable)=এর উপর 
এমনভাবে নিভ'রশীল হয় যে, ॥-এর নিজ ক্ষেত্রের (domain of u) 2099 
মানের জন্য, £ ভেষ্টরটির দিক ও মান, এক বা একাধিকভাবে ANS করা যায়, 
তবে £-কে, ॥-এর একট ভেষ্টর অপেক্ষক বলে। যেমন, একটি গতিশীল কণার 
বেগ + ভেন্টর হলে, বিভিন্ন সময়ে ॥-এর মান ও দিক Wales হতে পারে। 
এখানে সময়কে £ স্কেলার দিয়ে সূচিত করলে, maq প্রাতাট মানের জন্য, 
"এর দিক ও মান ia হবে । তাই v হবে, raq একটি ভেক্টর অপেক্ষক।. 


f ভেষ্টরাট, ॥ স্কেলারের অপেক্ষক হলে, আমরা £কে সাধারণত fu) এই" 
ভাবে লাখ এবং 1(%)-এর মানকে | £%) | এইভাবে প্রকাশ কার । স্পচ্টতঃ 
| £) | হল একটি দ্কেলার অপেক্ষক। উদাহরণ স্বরূপ বলা যায় গাঁতশাল 
কণাটির mio (speed) | ৮(৫) | হল একাট স্কেলার অপেক্ষক 1 

"এর যে কোন মানের জন্যই যদি £%)-এর মান ও দিক অপরিবর্তিত 
থাকে, অর্থাৎ ধুবক হয়, তবে £1/-কে ধ্নুব-ভেক্টর অপেক্ষক (constant vector) 
বলে। 


॥-এর aioi মানের জন্য, £%-এর শুধু দিকাঁট যাঁদ অপারবা্তত থাকে 
তবে и বলা হয় প্রঃবাদক ভেষ্টর] অপেক্ষক (vector function with 
constant direction) п অনুরূপভাবে, 1-99 প্রাতাঁট মানের জন্য ঘাঁদ 
Fuja শুধুমাত মান অপারিবার্তত থাকে, অর্থাত | £%) | ধুবক হয়, তবে 
и) ধ্রুবমান ভেক্টর অপেক্ষক (vector function with constant 
magnitude) বলা হয়। AOA, fu) যাদ। একই সাথে dale ও প্রবমান 
TR হয়, তবে f(u) একা KITOS হবে। 


2 ভেন্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর 


এ-এর প্রাতাঁট মানের জন্য যদি, £%:-এর একটি মাত্র মান ও দিক ন্ট 
থাকে, তবে f(u-( একমান বিশিষ্ট ভেক্টর অপেক্ষক (single valued vector 
function) বলে 1 আবার, ॥-এর প্রাতাট মানের জন্য যাঁদ £(%)-এর একাধিক 
মান ও দিক A করা যায় তাহলে 1£(%)-কে বহমান বিশিষ্ট сәда অপেক্ষক 
বলে। 

ভেন্টর কলনের পরবর্তী সমন্ভ আলোচনায়, ভেষ্টর অপেক্ষক সম্বন্ধে অন্যথা 


কিছ; উল্লেখ না থাকলে, ব্যবহৃত অপেক্ষকগরীলকে আমরা একমান fè ভেক্টর 
অপেক্ষক ধরে নেব। 


1.2. ভেক্টর অপেক্ষকের কাতিয় উপাংশে প্রকাশ (Expression 


of vector function by Cartesian Components) 


আমরা জান £ যেকোন ভেষ্টর হলে, £কে £ = 17; 470 47 এই 
অনন্যভাবে প্রকাশ করা যায়; যেখানে একটি লদ্ব-কার্তির তন্রে পরস্পর sF4 


তিনাঁট অক্ষের দিকে ধ্রুবক একক бейт যথাক্রমে 7, ]; ৫। এক্ষেত্রে 
Л fo fa asia £এর উপাংশব্য় 1 
এখন f 


СӨЗ айе и স্কেলারের উপর দনভ'রশীল হর তবে স্পষ্ট 
উট 


9116 ॥-এর উপর নিভ'রশীল হবে এবং বিপরীত রুমে fo fo Л 
এরা যদি ॥-এর উপর নিভ'র করে তবে f ভেক্টরটিও ॥-এর উপর AoA করবে! 
i, j, k ania কিন্তু тая উপর নিভ'রশাল নয়, কারণ তারা পরস্পর লদ্ব তি 
Т একক tosa, অর্থাৎ £ ভেষ্টরাটি যাঁদ и স্কেলারের অপেক্ষক হয়, তবে 


fu fo Ja উপাংশনয়ও ৷ -এর অপেক্ষক হবে। সুতরাং f(u) ভেষ্টর অপেক্ষকটির 
জন্য লিখতে পাঁর-_ 


fu) ч?л tuy 47219 Ёл OG 


এখানে সহজেই, বোবা যাং 
£এর কার্তিয় উপাংশ এবং এ 


নিৰ্দিষ্ট কোন কাত 
তার তিনটি গ্কেলার উপাংশ 


® угли), // 0), EAU) an, 
রা প্রত্যেকেই игала ভেষ্টর 1 : 

Sesa সাপেক্ষে, একটি tosa £(4)-কে যেহেতু 
А (н), f G), / (и) এদের সাহায্যে অনন্যভাবে 
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প্রকাশ করা যার, সেহেতু f(u) FRA কলনাবদ্যা-শবষয়ক আলোচনা, 
A (и), fx tu), Л (u) স্কেলার অপেক্ষবগযীলর কলনাবদ্যা বিষয়সমূহের সাথে 
ЯКЫ হবে। sue স্কেলার অপেক্ষকের কলনাবিষয়াবলী ভেষ্টর কলন- 
বিদ্যাতে ব্যবহার করা ঘায়। 


13. ভেক্টর অপেক্ষকের সীমা ও সান্তত্য (Limits and continuity 
of a vector function ) 


মনে করি Қи) একটি ভেষ্টর অপেক্ষক। u চলাঁট কোন ТТ সংখ্যা 
এ-এর নিকটগাম হলে (u tends to a), কোন নাট ভেষ্টর !-কে flu) 
ভেক্টর অপেক্ষকের সীমা বলা হয়, যাঁদ পূবণনর্ধারত যে কোন ধনাত্মক EE সংখ্যা 
£-এর জন্য, অন্য একটি ধনাত্মক ক্ষুদ্র সংখ্যা Š পাওয়া যায়, যাতে 
| (и) —1 | এ হবে যখন 0 < | - a | <5 । 


и চলাঁট сеа নিকটগামী হলে যাঁদ ta) ভেষ্টরের সীমা 1 হয় তবে আমরা 
লাখ 


lim f(u) = 1 
u->a 
fu) èa অপেক্ষকটির ক্ষেত্রে যাঁদ lim f(u) = fa) হয়, তবে 
u->a 
(и), u = a মানে সন্তত বলা হয়। অর্থ, পূর্ব“নিধারিত ক্ষুদ্র ধনাত্মক 


সংখ্যা ৪-এর জন্য যাঁদ আর একাট. ধনাত্মক sma 9 পাওয়া যায় যাতে, 
| fu) — fa) | <€ হয়, যখন |и—а|<8;_ তবে f(u) 
1 = ৫-তে ЯФ বলা হয়। 


এখানে লক্ষণীয় হল, и = «মানের জন্য, 14)-কে সন্তত হতে হলে, ও 
а মানের সমীপবতাঁ (neighbourhood of a ) ॥-এর AS মানের জন্য, 
€%)-কে সংজ্ঞাত হতে হবে। 
[০৮] বদ্ধ-অন্তরালে (closed interval), £স্এর সমস্ত মানের জন্য 
(a<u<b) р ар f(u) সন্তত হয়, তবে £(4)-কে Q বদ্ধ-অন্তরালে সন্তত 


বলা হয়। এক্ষেত্রে প্রান্ত বন্দ; ৫ ও EO যথাক্রমে еде সান্তত্য ও বামহস্ত 
সান্তত্য ধরতে হবে. 


4 ва কলনাঁবদ্যা ও (бела 
agata 1. 
মনে কার 1() = 1/; (8) + f (8) Ёл (и) 
এবং 1 = i, + /'1, + (Л & sam অর্থবোধক) 
এখন, lim f(u) = ! হলে, 
u->a 


m fı (и) = h, шш fa (u) = h, ҮШ Л (u) = I, হবে; এবং 
u->a 


বিপরীত ক্রমে lim F Z т lim f, = % и Л = l, হলে 
u->a u->a 


lim fü) = 1 হবে। 
u->a 


এই অননাসদ্ান্তাট সীমার সংজ্ঞা এবং স্কেলার অপেক্ষকের সীমার ধারণা থেকে 
সহজেই প্রমাণ করা যায়। 


অনুসিদ্ধান্ত 2. 


af lim f(u) =1 হয়, তবে lim — fu) =—1 হবে। 
u->a u->a 


29092 যেহেতু lim fa) = 1, আমরা লিখতে পার 
ua 


| fu) —1 | сеза иа) <5। 
За |- 0) = (SF) | 71 715৮) 1) | 
= | Җи) 1 | <ç যখন | и—а | <Š 
এখানে € পর্ব নর্ধারত এবং 8 মান < সাপেক্ষে নির্ণয় করা А18 1 


ы Шуну. = f(u) = — 1 
u->a 


4 (а) Aal বিষয়ক বীজগাণিতিক প্রতিপাদ্য 
(i) т Си) - Ffu) ]=lim f(u) + lim F(u) 


ц=ъа u->a 
(ii) + [ fü) . Fu) ] = lim f(u) . lim F(u) 
548: `~ u->a Е u->a 


Gü) lim [ fi টা i 
রা ১৪ л Ыз 10৮ ১৬ а 
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(iv) ш 900) u) ] = lim %(8) lim f(u) 
u->a u->a 


(v) lim | f(u) | = | lim f(u) | 
u->a u->a 
এসব ক্ষেত্রে f(u), F(u), asia দুইটি ভেক্টর অপেক্ষক ও % (u) একাট 
স্কেলার অপেক্ষক, এবং উপরোন্ত সমাসমূহের সসীম মান আছে 1 


এই প্রাতপাদ্যগাল প্রমাণ করার জন্য আমরা 1.3-এর অনিদ্ধান্ত 1-এর 
সাহায্য নেব, যেমন $ 


মনে কার, fü) = 1; (6) + ffs (и) + É (u) 
এবং F(u) = íF, (u) + JF, (u) + É F, (u). 
ü) lim [ f(u) + Fü) ] = lim [Ë (f, (и) 35250) 
u->a u->a 


+7{Л (u) E F (u) } +Ë (fs (и) + F, 09)] 


=f lim [Á (и) + F, (u)] + f lim [ f, (u) + Fa (0) 1] 
u->a u->a 


+k ш (fs (д) Fs (0) ] 


= [i „im A (0) +j lim л (и ) + k lim f, (u) 1 
u->a u->a 


+[ Н lim Р, (и) +j lim F, (u) + k lim F; (и) 1 
u->a u->a u->a 
= lim fü) + lim F(u) 
u->a u->a 
Gi) lim [ fiu). F(u) = lim [ Á (6) F, (u) + f; (u) Fa (u) 
u->a иа 


Ffa (и) Fs (и) 1 


=lim f. (u) lim F,(u) + lim f (u) lim F, (u) 
u->a 7৯৫ u->a u->a 


+ lim f (u) lim Fẹ (a) 
ua -৯৫ 


ভেক্টর কলনবিদ্যা ও টেন্সর 


= [i lim f (8) а 7 (u) + K lim f (u) ]. 
u->a 


иуда u->a 
[ё lim Е, (u) +: lim F, (u) +k lim =F, (u) ] 
u->a u->a u->a 
= lim fù). lim F(u). 


u->a u->a 
Gü) (ii) নংএর дө সহজেই প্রমাণ করা যায়। 


Gv) lim [u Дш] = lim LfS л (11416) 
2৮৯৫ ০ 


l 


flim ($0) + f lim 472 0} + Ë im (8609) 
u->a u~>a u->a 
[% র-অর্থ % (и)] 


= flim фи) lim Atu) + J lim % (u) lim f(u) 
u->a u->a u->a u->a 


এ lim / (и) 
(> রি, u) u->a н 
= lim фи) lim {шуу 
u->a u->a 
() {йа | и рр а | fü | ° 
u->a u->a 
কারণ Т. অপেক্ষকের গৃণফলের সমা তাদের সামাদ্বয়ের গুণফলের সমান I 
ডানগক্ষ কৃ (Л (a) л u + Л (8) 
= li 2 і і э 
иа f (u) + Да ла (и) урш; (u) 
Ë. li 2 е ° ‚ а 
Cm лш + (im л (ш) F шт % (2) 


উঠ ঠা Л (u) লা ma и) jè li ц) |? 
Шы 05550) па лш] 
= | lim fu) | 2 
Ua 


alim |р 
3, (и) | 1 lim fu) | i 
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14 (b) সান্তত্য বিষয়ক বীজগাণিভিক প্রতিপাদ্য 
u= a এর জন্য, যাঁদ fu), F(u) asia, %-এর দুটি সন্তত toa 

অপেক্ষক হয় এবং যাঁদ % (u) একাঁট সন্তত চ্কেলার অপেক্ষক ©, তরে 
fu) + Fu); fu).Fu); fu) х Fa); g) fu) এই 
অপেক্ষকগ্ীলও и = তে, সন্তত হবে। 

এই প্রীতপাদ্যসমূহ 1.4 (2)-এর সাহায্যে সহজেই প্রমাণ করা 9181 আমরা 
এখানে একা প্রীতপাদ্যের প্রমাণ ТЇЗЇ 

যেহেতু, ॥ = এতে £॥) ও Fiu) দুটি সন্তত ভেষ্টর অপেক্ষক 


<, lim f(u) = f(a) এবং lim F(u) = F(a). 
u->a u->a 


সীমার সূত্র অনুসারে — lim (и) + F(u) ] 
u->a 


=lim fu) + lim F(u) = fia) + F(a) 
иља u->a 


৮:08) + Е(и) এই অপেক্ষকাঁট, u = £-তে সন্তত। 


1.5. ভেক্টর অপেক্ষকের অন্তরূুকলজ (Derivative of a Vector 
function) 
মনে কার, Қи) একাঁট একমান 'বাশিষ্ট সন্তত ভেক্টর অপেক্ষক, যেখানে & 
একাট স্বাধীন স্কেলার চল। 


fsa 1.1 


॥-এর যে কোন মান «= ॥*তে মনে করি, "এর যে কোন бИ A॥-এর 
জন্য, ॥-এর মান পাঁরবার্তত হয়ে и Ли হল, এবং সেই অনুসারে £ u) পার" 


3 ভেষ্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর 
বাঁততি হয়ে tu Ли) হল। (মনে করি 


৩- = Қи), U5 = f(u + Ди) | 


ম্‌লবিন্দ; 0-এর সাপেক্ষে (চিত্র 1.1), 


ЗРО উট ора flu + Au) — қи) 


= 45)-এর পাঁরবর্তন বা বৃদ্ধি Af(u) t 


সেহেতু Au একটি স্কেলার এবং A f একটি ভেক্টর, সুতরাং আমরা 


РО (1.51) 
Au Az 

এর মান পেতে পারি, যা 07-я দিকে একটি 

Q —P, A f 70, তখন যাঁদ 1.51 q 

সমীপে অগ্রসর হয়; чей 


lim 


Af 
॥-৯0 Ar এর যাঁদ অনন্য অসিত থাকে, তবে 


()-কে, ॥-এর সাপেক্ষে অন্তরকলনযোগ্য (differentiable) বলা হয় ; এবং 
এই সামাস্থ মানকে ие 


সাপেক্ষে fun-ag অন্তরকলজ (derivative) বা অন্তর" 
কলনাওক (differential coefficient di 


) বলে। এই অন্তরকলজকে পরিবার 
না প্রকাশ করা হয়। অর্ধ no 


অপেক্ষককে অন্তরকলন (derivation) করে? 
অন্তরকলজ af 
а du পাওয়া যায়, তা হল 
of 


па = lim и ду) fru) 
qu Aug Ли Уу 


সাধারণত ॥-এর সাপেক্ষে 1) এর অন্তরকলজ এ, নিজেও ॥-এর 
и 
একট ভেন্টুর অপেক্ষক, কারণ |. 


К, "এর প্রাতাটি মানের জন্য উপরোন্ত সংজ্ঞা অনুযায়ী 
4802 
du এল মান ওদিক নিদি হবে। হেতু £0) = “L থ-এর একটি ভেইর 
1 
অপেক্ষক, অতএব &-এর সাপেক্ষে F(u) বা г Же অন্তরকলজ [qata করা যেতে 
৮7) 7 dF $ 
£৮)-এর যথাক্রমে প্রথম [কমের অন্তরকলজ এবং দ্বিতীয় ক্রসের অন্তরকলজ বলা 
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pO ач ইত্যাদি 
হয়। এইভাবে আমরা আরও উচ্চ ক্রমের অন্তরকলজ I dus ШЫ 


করতে পার। 
উদাহরণ হসাবে ; মনে কার কোন একাঁট গাঁতশীল কণার অবস্থান-ভেষ্টর 


(Position vector) r(z) যা, সময় স্কেলার (ag অপেক্ষক। এখন, 4*এর 
TE বৃদ্ধি A tag জন্য সরণ হল Ar = r(t+ с = г (01 


А10 হলে, /*এর সাপেক্ষে সরণের পাঁরবর্তনের হার Ar "এর সামাদ 


মানকে বলা হয়" বেগ, এবং একে = এইভাবে প্রকাশ করা হয়। অনু" 


a ат 
র্‌পভাবে, qaq = а = বেগ-এর পরিবর্তনের হার = 7. = сот! 


আম্ুজিদ্ধান্ত 1. 
| 
1) যাঁদ ধ্রুবক ভেক্টর হয়, তবে я 01 


যেহেতু %-এর প্রাতাট মানের জন্যই Қи) ая দিক ও মান 849, 
অতএব fu) = ffu + Ди) = বক; 


A f = {и + Au) – и) = 0 


а t3 
= lim £1%7 Аш) flu) _ 0 
/১/-৯০ Аи 


এই অননাঁসদধান্তের পরত প্রাতপাদাটিও সাত্য । хоб, এ T 
হয় তবে 1 একা ধ্রুবক ভেষ্টর অপেক্ষক। 


অনুসিদ্ধান্ত 2. 


সান্তত্য এবং অন্তরকলন যোগ্যতার মধ্যে সম্পক* (Relation between 
continuity and differentiability) : 


и = তে যদ (u) এর {чїй মান থাকে, তবে и = изаа জন্য 


Қи) সন্তত। অথ, প্রত্যেক অন্তরকলন যোগ্য LOFA অপেক্ষক সম্ভত। 
প্রমাণ £ ইনি [fus Au) — fluo) 1 
Э 


10 ভেক্টর কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 


= imi | — кы е} Au | 
Ли? Аи 


=Í lim Aret Ad ме N] 


Ana টি lm Ди 


/4১/-৯০ | 
= f(u). 0 = 0 (7.7 দুইটি সীমান্থ মানের আন্তত্ব আছে) 

А lim 04০47 Аи) = Иш) 

A u—0 

অর্থাৎ, и = и, fu) সন্ভত। (প্রমাণিত) 

কিন্ত; বিপরীত প্রাতপাদ্যটি সর্বদা সত্য নয়। অর্থাৎ, и = uoto, fü) 
সন্ভত হলেও, fuo) এর মান নাও থাকতে পারে। একটি উদাহরণের সাহায্যে 
এইইপ্রীতপাদ্যের সত্যতা যাচাই করা যাক 

মনে কাঁর, fa) = 18171 
এখন fur) (9280 u = 0-তে хей, কারণ 

и) = 60) [= | 1417-91-14] 


৮৮110700620 = £ 
u—0 ү, 01 


কিন্ত 14) — (0) luli 


и 0 —— যখন u 2-0 


থা i fu — f0) 
Spa SJ Еси оја [কাট ধনাঁদ্ট 
৯০ и—0 এর কোন এ: মান পাওয়া 


যায় না। 
ејб, u= 0-09, £(%)-র মান নেই 1 


16. ভেক্টর অন্তরকলজ বিষয়ক galas 


যাঁদ (и) এবং F(u) একই স্কেলার &-এর ий অন্তরকলনযোগ্য 
ভেক্টর অপেক্ষক হয়, এবং % (ч) একাঁট অন্তরকলনযোগ্য স্কেলার অপেক্ষক হয়, 
তবে নয়ালাথত সূত্ৰসমূহ সত্য হবে। š 
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Шы Т айлу, ПА ТА т 
ча 1. du “шг ашо qasaq K 


এক্ষেত্রে f= Añ L f L+ fk 
(77 š, 3, É asia ua себя) 
fu + Au) = fi + Au) i+ f, (u + лајла A uy 
fut A ৪) 171 _ filu Au — f 01 


Ли дА и 
+ (471 Au) — (и) Н „Ли + Au) — Zhu л 
A" Au 


এখন Ди — 0 করে অপেক্ষকসমহের ANA মান নিয়ে পাই 
[যেহেতু শতনিঃসারে সব মান পাওয়া যায়] 


df аль М; dfs 
аи = ди. ЭТ ОЛЕГ Ë প্রমাণত। 
সূত্ৰ 2. ч এল LA 
du РЕ “аи T di 


মনে কার, f( (и) + F(u) = и) 


а = 
এর (£55)- a i n (u + An) — n (u) 
du Ди->0 Au 


ТЯ {Г(и-„ Ли) Е (u+ Ли) } —{ flu) + Еи} 
/১%-৯০ Аи 


бл Қи L Au) = (и... F(u+ Au)— F(u) 
= lm —— IAN - 110 ৮০50 এন 
Аи->0 /১/-৯০ 


এই ratta সামান্যগকৃত ( generalize) করে লেখা যায়, 


d u df; 
du (22 Б ) -. ч du ! 
jar i=l 
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1 fiuo + Ли) — fluo) ) ] 
১:11] তে Ли 
ас | 


2 { দি fluo + Au)— fiu) H 


ABS < lim л} 


/১/-৯০ 


= #(и0).0 = 0 (77 দুহীট সামাস্থ মানের আঁভ্তত্ব আছে) 


А lim fü + Au) = бид) 
A u—0 


অর্থাৎ, и = иә fu) সন্তত। (প্রমাণিত) 
কিন্ত; 'বপরাত প্রাতিপাদ্যটি সর্বদা সত্য নয়। অর্থাৎ, и = 4০তে, f(u) 


সন্তত হলেও, fuo) এর গান নাও থাকতে পারে। একটি উদাহরণের সাহায্যে 
এইঃপ্রীতপাদ্যের সত্যতা যাচাই করা যাক 


মনে কার, fu) = | u Ка 
এখন fur) ভেক্টরটি % = 0-তে хе, কারণ 


Иш) — £0)1-11%17-901-181 
та f(u) = 0 = 0) | 
u—0 
কিন্তু, Чы _-1(0) luj? А | 
রি ৮ ! 
A 
= — і যখন % < 0 


Ç 1108 
অথাৎ, lim ০৫০0১ -এর কোন একাট নিদিষ্ট মান পাওয়া 
и->0 pe 
যায় না। 


অর্থ u= 0-05, £18)-র মান নেই। 


16. ভেক্টর অস্তরকলজ বিষয়ক সূ ত্রাবলী 
যাঁদ (и) এবং F(u) একই স্কেলার &- 

ভেক্টর অপেক্ষক হয়, এবং % (ч) একাঁট 

তবে নয়নালাঁখত সূত্ৰসমূহ সত্য হবে। 


এর Wo অন্তরকলনযোগ্য 
অন্তরকলনযোগ্য স্কেলার অপেক্ষক হয়, 
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df _ df x dhs; dh A 
সূত্ৰ i. du দি 


এক্ষেত্রে f= Л ЧАН 
(©: š, 3, É атда sa сей) 
fu + Au) = f. (8:47 Au) i+ f,( + A uj- f, (u+ ЖУЗ 
flu A u—fu 570642১0750) 1 


Au Au 
+ ut Anh a এজি (u + Au) — fs (u) А 
Au Au 


এখন A u -> 0 করে জপেক্ষকসমহের ANA মান নিয়ে পাই 


[ যেহেতু শতনি;সারে সব মান পাওয়া যায়] 


а? dhis арк df, x 
du Sam gu Ik Tu kO Sel 


Jā 2. df dE 


d 
ir (+в) = du T qu 
মনে বার, 1( u) + Fiu) = п(и) 


3) Ld: ( du Р n (u + Лю) – n (u) 

“с {Е-Е |= — = 1 
du du ডি Au 

ET {f u+ Ли) F (u+ Au)} —{ flu) = (৮7 
£১/-৯০ Ан 

= lim ДУБАН f 4 jim PFa+Au Еш) 
Au—0 Au /১/-৯০ Au 

ОЕ 

к Дш E aa প্রমাণিত। 


“এই সূত্রাটকে সামান্যগকৃত ( generalize) করে লেখা যায়, 


“ “ 
тУт 
ТС i) = Ju 

= 


i=l 


12 
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2. а ( + dF dF 
সু == | = ans i аш "E 


প্রমাণ 2 — মনে কার, glu) = f. F ( একটি স্কেলার অপেক্ষক ) 
А (f.F)= Лаеш) = g(u+ An) — 8 (и). 


= {и Ди, Fup Au) — f (u) ১ F (u) | 
Af. E) Agu | 
তত Nu 


= ИФА) он A) — ди. и) | 
Au ` 


F(u) f(u+ Au). F (u) 
— f (u). Ela) 


f(u+ Au). F (U+ Ди) — fiu- Ди). 


Au 
=f (u+ ди). ৫ сщш 
u 


flu -+ A u) — f(u). 
“ш; lin Af _ d£ 


Ло Au йи """" ইত্যাদির aies আছে 
Ss Cr AC IP 8 Е (u+ Au)— F (u) 
т N AT 


; f(u + A u) — f(u) 
`” ш 


= Hm чш; 77৬ 
/৬/-৯0 57) OAL Au 


+ lim 
Au») r. а 


(যেহেতু সাঁমাস্থ মানসমূহ পূথকভাবে বিদামান।) সূতরাং 


Е (и) 


+ A a 


An 
ও (fF) = е0). a . F (u) 


ভেক্টরের অন্তরকলন ও সমাকলন 13 


чаз. 2 zes Sya 
27 fx + XF. 


অনে কার, 
f xF = С (и) একটি ভেক্টর অপেক্ষক 
A (f x F) = AG (u) = G (u + Au) _ G (u) 
= f (u + Au) х F (u + Au) — f (u) x F (u) 


AYU Е) 
Au 


=Í (u+ Au) x F (u + Au) — f (u) x E (u) 
Au 


f (u+ Au) X F iu + Au) — f (u + Au) X F (u) 


l 


fi + f(u+ Au) X F (u) — fu) х Fu) 
Au 


Í (u+ Au) X {F (874১8) = F (u)} 
Z T+ {f+ Au) — f(u}x F (u) 


Au 
= f (u+ Au) x 1 Fut Au) — F (u) 2 Е (и) ] 


fi =f 
w = + ди fu ১৬1 x F(u) 
F 


) 


A Alf x 
Ko lim 
л, Au=>0 Au 


১ না! { Еи + Au) – F(u) 
=m fiu +A с N E 
лизо | ৭4: ]] 


f (u + Ли) — fu) 
+ 


[ 1.4 (a) থেকে ] 
= lim fu+Au) x lim ү шш — F(u) 1 
Au=>0 Лио Ан 
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lim | окан f 147 — fiu) = л ы СЕ рт Еи) 
Еи —>0 Au->0 
এখন যেহেতু ভানাঁদকের সাঁমাসমুহের NAT আন্তত্ব আছে 
x ` Аат) ЖОШ dF(u), d flu) 
ASNS KE Au সপ ১ йк EE du 
d(f xF) _ dF df 
забб: qi= I du + qu XF (প্রমাণিত) 


৬৮৯ 


27 dg 
সূত্ৰ 4: <. (% 1) = ф ০2 
প্রমাণ 2 নং AKAI অন:রুপ, এক্ষেত্রে % f অবশ্যই একি ভে্র অপেক্ষক। 
а এ 
সূত্র 5: = = 4৮ নদ যেখানে (0) ভেষ্টরটি v স্কেলার চলের 
সাপেক্ষে অন্তরকলনযোগ্য এবং У গ্কেলার চলটি অপর একটি স্কেলার %-এর 
সাপেক্ষে অন্তরকলনযোগ্য 1 
প্রমাণ ৪ এক্ষেত্রে A f f(v + Ду) — f(v) 
A = (ш F Au) — v(u) 
যেহেতু v ও Гай অন্তরকলজ আছে, তারা ATS ; এবং 
যখন £%-৯০ Av>0; Af ৯০, 


l 


2 df dy 
du dy * ди প্রমাণিত। 


মন্তব্য ৪ এখানে Av 0 ধরা হয়েছে। Av=0 হলে সহজেই 
amiro হয় 
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অঙ্কুসিদ্ধান্ত 1. l 
PRAE = f বসালে আমরা পাই -t 
d doa df 
ш (£-£) = ভি (P)=2f = 
কিন্তু f f =f? = |f]? 

(46716) d Ç 91 1| 
সুতরাং du ае 2114 їй 
аї dif] 

অর্থ 45 7 T 
df dif] 
বল 9 г Е 


о Тере] 


L এখানে ভেষ্টর সমুহের ক্রম অবশ্যই মেনে চলতে হবে ) 


17. দুইটি প্ৰাসঙ্গিক উপপাদ্য : 


উপপান্ত Аз f(u) СӨИ [URTA ভেক্টর অপেক্ষক হবার, প্রযোজনার, 
এবং যথেষ্ট শর্ত হল s 


প্রমাণ ৪ মনে কার f (u) একটি газ ভেষ্টর অপেক্ষক+ 
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9150) | = 649; বা |f]° = ধ্রুবক, বা . £ = ধ্ৰুবক 


d ৫1 К 
সন্তরাং a (et) =0 বা f gy “0 ..:17(А)ї) 


অতএব শতট, একা প্রয়োজনীয় শর্ত, 
বিপরাতক্রমে মনে কাঁর 
ДҮК м а 
f. 0 বা ат (11:4 ) = 
বা f. f = 84% বা |71° = 4% 
অতএব f একটি KATA ভেক্টর, সুতরাং TOTÒ যথেছ্ট 1 


অন্ুসিদ্ধান্ত 1.7 (A) (i) এই উপপাদ্যের একটি প্রত্যক্ষ সদ্ধান্ত হচ্ছে কোন 
HATA ভেষ্টর অপেক্ষকের অন্তরকলজ ভেক্টর ( derivative vector of vector 
of constant magnitude ) সেই ভেক্টরের উপর সর্বদা লদ্ব। 

মনে কাঁর £ একট аята ভেষ্টর বা |£| = sag 


df det 
সুতরাং £.- TO বা gu ভেষ্টরটি f бый উপর লদ্ব। 


উপপান্য В: Еи) ভেষ্টরের safia ভেষ্টর অপেক্ষক হওয়ার প্রয়োজনীয় ও 
যথেষ্ট শর্ত হল Fx এর 0 
и 
প্রমাণ ই মনে করি F = F F, যেখানে F = | F | এবং Ë হল চ-এর দিকে 
একক СӘТІ সুতরাং 


এখন, F сөй যাঁদ afaa соё হয় তবে £ ভেষ্টরটি একটি и.а হবে, 


A 
d F 
অর্থাৎ 7; = 0 হবে। AR (1.7 ii) থেকে বলতে পারি 


ак 
E X яи = 01 অতএব শৃতণট প্রয়োজনীয়। 
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` аы 
বিপরীত ক্রমে যাঁদ Ех. Жы 


= 9 হয় তবে (1:7 ñ) থেকে আমরা পাই 


of dF Ae ў кы 
F: F 2: АЖ, £ š 
17171501978 ৮০ (17 iii) 

কিন্তু Р একটি чаны ভেইর, কারণ ӘЗ ЇВ একটি একক ভেটর। я 


(ЕШ лүү К Саа о (1-7 iv) 


(157 їй) এবং (1:7 iv) এক সঙ্গে সত্য হওয়ায়, আমরা পাই © ЕРТ ;-০। 


অতএব F একটি ধ্রুব-ভেক্র, অর্থাৎ £-এর মান ও দিক উভয়ই 9529 1 আবার 


যেহেতু Р এবং F সমাঁদক ভেক্টর, সুতরাং F অবশ্যই একটি ধ্রুবাদক ভেক্টর 1 
শতণট যথেষ্ট | 


(বিঃ দ্রঃ - tosa অন্তরকলনের অধিকাংশ অঙক, স্কেলার অন্তরকলনের 'বাভন্ন 
ЖЧП এবং তাদের প্রয়োগ পদ্ধতির উপর নিভ'রশীল। এখানে, স্কেলার 
অন্তরকলন বিবয়ে পাঠকদের সমাক্‌ জ্ঞান আছে ধরে নেওয়া হচ্ছে। 


উদাহরণমাল। 1 À 
অঃ 1: মাঁদ a E O এবং 
В = (2u — 3) +j — u k হয়, তবে u = 2-09 


а 27 
aul * атг.) "ая মান tata ga 


উঃ এক্ষেত্রে < е C af Qu p D ... [1-8-1 (91 
у= оре MEE EE у 1-8-1 (ii) 

а в A A 
SM ned Tle oE да a [1-8-1 01)] 
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°ч A 
A = 00 uj p (Ou Ë) x (2 710) 
qu 


i j k 


2u+1 | =и (и диро) 254 
11 


d ав পা ie ^ 2% 
বা ত I <x } = i+ (u 4)/+ 


2 4 8) _* ор (উঃ 
যখন u = 2, а(х 48.) равуо ডে 


প্রঃ 2. একাঁট কণা x =2⁄, 22-41-3475 


(£ সময় নির্দেশ করে ) এই বরুপথে গাঁতশীল। t= 1 সময়েত_3 j+2k 
এর দিকে এই বণাটির বেগ 99499094 উপাংশ নির্ণয় কর। 


® [পর্ব আলোচনার সঃ কোন дода &-এর অপর їй ভেক্টর 


| 
В-да দিকে উপাংশ дещ করার পদ্ধতি নিম্নরূপ ғ 


মনে করি А এবং B-এর অন্তর্গত কোণের পাঁরমাণ 0 1 


সুতরাং cos 0 = নিচা > কিন্তু B এর দিকে A-এর উপাংশ 


A.B A.B 
UA [үч [BI TB] | 


এক্ষেত্রে আমরা লিখতে পার r = +} о 


Sarit (aniy (3:5) | 
পা 
গং টেট £ 87024745731. 
খখন £ ৯, মনে কার у. 


Í 
ү: 
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HOTS y 47-025 з 
dy 


আবার ত্বরণ = লা =4i+2j 


যখন £ 1, ধার, £ = £ ; সুতরাং f, = 4 + 2) 
মনে কার a =i 37121, 
чач r= 1 ; «-এর দিকে বেগের উপাংশ ( উপরের আলোচনা অন;সারে ) 


2৮8৭4177273 38) (0—3) ТО) 


I< | М 27 
_4+6--6 16484 
Wia ৬ Л একক। 


এবং f = 1-এর জন্য «-এর দিকে ত্বরণের উপাংশ = T 


04027). (17314 2k) _ 4—6+0 
V |> ++ 32-22 টি 


== nyu একক। 


+ А А A A 
প্রঃ 3. যাঁদৎ = 5087 + иј — ик; B =sinui— cos ў হয়, 


q 
==. d< ав 
an (< x P) ета 8 +a х г এই সংঘের সত্যত 


যাচাই কর। 


উঃ দেওয়া আছে < = яй? фи — u? k 


1 ^ A 
B = sin ui — cos uj 


Е! 


TA কলনবিদ্যা ও টেন্সর 

A A A 

i j k 

সৃতরাং 4 x B = 5u? и —щ8 
তির 


sinu — cosu 0 


— из cos ui — uè sinu? — ( 5u? cos u + u sin u) K 
d si и — 3u? cos u) î 
বা ?(*৯ ৪)-(& sin 
A 
= (uw Cosu 13 4! sin z) ур (51° 


A 
sin w — 11u cos u—sin u) k 


[.... 18-3 (i)] 
আবার < = 5, ГИТ иј иЗ É; 


В = sinu — cos z j 
da л А A, dB A ` , 
1২ Fouke, CR Sinu j 
da luij — 3u k; ST cos ui -+ 
সুতরাং XBA a 4В 
A A A A 
i j КА: i j k 
= |104 1 382 | | 5৮5 и — 
зіп и —cosu 0 


cosu --517% 0 
= {— 342 cosu i — Зи? sin uj + (— 10 cosu — sinz) k) 
+ {из sin u I u? cos иј (5и? sinu — y cos u). k} 
= (u? sin u — 3u? cos 8) ৮ (иЗ cos 4 _ 3ш sin и) i 
+ (5u? sinu — Пи сози — sinz) k 


[1:8-3 (1)] 
1-8-3 (i) এবং 18-3 (ii) থেকে আমরা বলতে পারি যে 


প্রদত্ত অভেদের 
= ডানপক্ষ (প্ৰমাণিত )। 
বামগক্ষ 
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প্রঃ 4. সংক্ষিপ্তাকারে মান Taqa কর ও 


l 

° 

ч 

© 

35 

(E. 

ч 
3 
= 


dr _ а ү ` 
rx Tt ০৪৯৮ та = — e! r 


(a, এবং о ধ্রুবক) 


উঃ দেওয়া আছে, r = a cos of 417) sin ot 
š (а, এবং oss) 


সুতরাং оз = — a o sin ot + bw cos of [(118-5(1))] 
а r 4 
এবং PET w? cos ot — ро? sin wf 


= — o? ( a cos wf -+b sin wt) 


== — ө r ( প্রশ্থের দ্বিতীয় অংশ প্রমাণিত ) 


1959% 
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আবার [18-5 ()]থেকে ` 


r x с = (а cos of + b sin ot ) 
dt s 


X (— a w sin ot 4- b о cos eí) 
= о (а X b cost ог bix a-sin wf ) 
[ যেহেতু axa=bxb=0 
এবং axb=—bxa] 
a X bcos? ої + а х b sin? ০1) 
=w(a X b ) (соз? оғ. sins 
= о(ах Ы) 


সূতরাং প্রশ্নের প্রথম অংশ প্রমাণত। 


= о ( 


wl) 


LA অনুশীলনী { 
1. Га) исан একটি ভের অপেক্ষক। а একাঁট uqa ভেষ্টর। taa 
£ ১৪ 
লাগছে খর এর অস্তরকলজ নিণ' কর। 
df রী 
পি: রঃ са) 
(f.a) ঠা 
2 যদি fu L u; э 
+ G F му. 1) k হয় তবে 
f df 


d 
u = 0-05 7 এবং du "এর মান Taqe“ কর | 


[ উঃ 85577 21+] 
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3. дїї f =i иј (20 + 1) k এবং 


F = (22 — 8) P sb হয় তবে и = 1-9 RNS 
অন্তরকলজ সমূহের মান নির্ণয় কর š 


d d 
(a) л (1E), (b) 2701-Е), 

d d š ав 
১৪৮৮ ও) এর (£স ক), 


4 ৫1 ৫ 
(o) a (i < F), (0) PALE: в]. 
[© (ау = б) 7718, О mn ә 


(৫) 67-2, (е) 148746, (6) 3V3] 


4. একাঁট কণা যে কোন সময় rag জন্য নিদ্নালাঁখত বক্রপথে গাঁতিশখল। 
কণাটির প্রারদ্ভিক বেগ ও ত্বরণ কত? 
(а) x=4cost; у= 45іпі; z=6t; 
(b) x= e, у = log (t? + 1), z = tant. 
[উঃ (а) 24/18 একক, 4 একক, (b) +হু একক, +/ট একক] 


5. যাঁদ А = зіп иі + cosuj + uk; 
А A A 
= соѕ ui — ѕіпиј – 3 К; 
C = 24- 3 — k হয়, তবে u = 0-99 জন্য 
а 
du ХА x (В x C)}-এর মান qa কর ; এবং 
0 күс) = (2 с)в 


du 
dB 
+(a. 2) B +(A.C) Tu 


du 


Бу ভেষ্টর কলনবিদ্যা ও টেন্সর 


এই ЯД সত্যতা যাচাই কর। 


A 
[71417571681 


6 ॥বাঁদ ॥-এর একটি একক 0591 অপেক্ষক হয় তবে দেখাও 


১৮4]. А 
7. প্রমাণ কর 
ка af af A 


Г ае ds Би к J ат | 
( রা Рт ац "ац" йз | йи dui 
8. নিম্নালাখত অপেক্ষক সমুহের 


4 -এর সাপেক্ষে অন্তরকলজ ия করঃ 
এখানে r হল, ।-এর অপেক্ষক এবং ৮ = 


г | жа, ধ্রুবক ভেক্টর 1 
(i) 11274 (a.r)b 


AL 
(iii) тр; (iv) ат ০১, 
r 
(y) m + Ц $ (vi) rp 


(vii) im (F )' [m ধ্রুবক] ; (viii) n Le 


r 
t ` dt 
1 dr dr 
(0) alg Ts ৪) 
dr 
(Hi) nr йт dr 
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(а.г) 23 — (2.4) г 


{у dt dt 
5) (a.r)? 
Í а 
dr ৮2 
ç (5 а) — (r x а) 27 
<= = 
dr 24г!й 
ОВ sss 
7 dr ат 
Ка PE TET 
dr dr 
$ Er rN) 9 
a "+ 5) di - $ NU RB a) 
{r+} 
2. দেখাও যে, 
4 dF df d?F аз 
ӨЙ": =» টিকলি 02272) 
а) < | 1.8 т занед 
а dF ат dE аз 
е sau aii as, 2 dF df p 
(b) du নি টিটি 2 r] f x টির x 


10. aff f = a cosu р sin uj + au tan < k 58; 


af o da E df азї df 
du © ша | du du? du? 
এর মান নির্ণয় কর 1 


[উঃ а? sec <, а? tan < ] 
П. af r = (a cos tasin 1, bt) হয়, দেখাও যে 
(i) = а +b; 
@ (Fx FE) аца): 


а * а 
чур de аг dsr * 
(iii) Ёз q йе] = а} 
12. дї а = o x гак এ = ox F sa 


DN 
দেখাও বে y (£ x F) =w x (f x 7 
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13. (i-r2 Ë) মিটার ! সেবেণ্ড বেগে গাতশীল 10 কিলোগ্রাম ভরের 
একটি কণার উপর (44-2/_ 2/) নিউটন-এর একি ধুব-্বল ক্রিয়াশীল । 
5 সেকেড পরে কণাটির বেগ নিণ'য় কর। কতক্ষণ পর বণাটি x-y সমতলে 
পৌছাবে р 


[ উঃ 10/2 মি সে;ঃ2সে)] 


19. ভেক্টর ATATA (Vector differentials 


) 
স্কেলার অস্তরকলের অনুরূপ (еа অন্তরকলের ধারণা দেওয়া যেতে গারে। 
মনে কার (Eu) একটি ভেক্টর অপেক্ষক এবং Eu) = PF (u-4 
নিদিণ্ট মান আছে এবং মনে কারি %-এর অন্তরকল 21 F'(u) ди এই 
ভেষ্টরাটিকে F(u 


হয় এবং একে dF u) ; 


ভেক্টর অন্তরকলের সং 
মধ্যে কয়েকটি নিদ্নরূপ 


Ca Fe 


এভাবে প্রকাশ করা 
Өл থেকে কয়েকাঁট 


G) дик. 


A A 
J+ RER তবে 
dF = 


dF i + dF, jy dF, р হবে। 
(ii) © যাঁদ একটি ধ্রুবক седа হয় ৫০ = 0 
(ii) এ (f.F) = dt. F 


+ f.dF 
(iv) АЧ ХЕ) = df xF + tx dp ; 
ЕЕ еы еа Eg dh] ইত্যাদি। 
1.10 বন্ছচলবিশিষ্ট ভেক্টর অপেক্ষক (Vector function of several 
variables) 


একটি ভেষ্টর চল f যদি একযোগে একাধিক স্কেলার চল ॥, ৮, w, ইত্যাদির 
উপর নিভ'রশাল হয়; তাহলে £কে আমরা বংলাবশিষ্ট ভেন্টর অপেক্ষক 
মনে করতে পারি ; অর্থাৎ ॥, ৮, w... এই অনধান স্কেলার চলগণলির প্রতিটি 
মানের জন্য ЯМ f ভেষ্টরের মান ও দিক কোন Tasta নাদ্ট করা যায়, তবে 
{*কে বলা যায় 15 Y: 1... ইত্যাদির একটি বহ:চল урыс ভে্টর অপেক্ষক, এক্ষেত্রে 
নিকে £(%১11/7) এভাবে প্রকাশ করা হয়। [f (u, У w.) | দারা 
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ভেষ্টরটির মান বোঝায়, একচলাবাশঞ্ট ভেক্টর অপেক্ষক-এর মতই বহুচলাঁবাশ্ট 
ভেক্টর অপেক্ষক ও একমান বা বহুমান ТҮЗӨ অপেক্ষক হতে পারে 1 


কয়েকটি উদাহরণের সাহায্যে, বহ:চল 'বাশষ্ট ভেন্টরকে বোঝান যেতে পারে । 
যেমনঃ 


(i) আমরা জান, ত্রিমাত্রিক দেশে যে কোন Р বিন্দুকে তার অবস্থান ভেষটর 
£ দ্বারা প্রকাশ করা যায়। এখন £ভেষ্টরাট সবসময়ই P Taqa স্থানাঙ্ক (x, y, z) 
দ্বারা RRS করা যায় ; অর্থাত £ ১১3, z এই স্কেলার চলগনীলর একটি 
বহচলাবাঁশস্ট ভেক্টর অপেক্ষক । 


আবার Tamta দেশে г অবস্থান ভেষ্টরাট যখন দি স্বাধীন চল u VAA 
ভেক্টর অপেক্ষক হয়, তখন P Usa সপ্তারপথ একাঁটি তল দেশ করে; 
অর্থা r = r (u, у) এই ভেক্টর অপেক্ষক দিয়ে আমরা একট তলের সমীকরণ 
প্রকাশ কার। এটাও একাঁটি বহুচলাঁবাঁশচ্ট ভেক্টর অপেক্ষকের উদাহরণ l 

(М) কোন কাঠন পদার্থকে আয়তন বা আকারের 19919 সাধন করলে 
mada ভিতরে প্রাতীট বিন্দুতে যে "পীড়ন বল ভেক্টর’ ক্রিয়া করে তা ওঁ 
বিদ্দুর অবস্থান স্থানাংক (x, у, এ -এর উপর নিভ'রশীল। এটাও একটি 
বহন্চলাবাশষ্ট ভেক্টর অপেক্ষকের উদাহরণ 1 


110 (a) একচল ভেক্টর অপেক্ষকের sa বহচলাবাশগ্ট ভেক্টর 


© অপেক্ষকের সামাস্থ মান (limit), সান্তত্য (continuty) এবং অন্তরকলনাঙ্ক 


(differential co-efficient)-44 সংজ্ঞা দেওয়া যায় 1 আমরা এখানে RANTE 
আংশিক অন্তরকলনাওক (partial differentiatton) Tara আলোচনা করব। 


স্বাভাবিক স্মাবধার জন্য মনে কাঁর £ একাঁট দিচলাবাশস্ট ভেক্টর অপেক্ষক 
অর্থাৎ £ = £(%,৮)। সচরাচর স্বাধীন চলদ্বয় u, ॥-এর যে কোন একার 
সাপেক্ষে 1-99 অন্তরকলনাঙ্ক নির্ণয় করা হয়। এই কারণেই একে আধাঁশক 
অন্তরকলনাঙ্ক বলা হয় যেমন 1-99 সাপেক্ষে ॥ = uo V = Vo মানের জন্য 
£এর আধাঁশক অন্তরকলনাও্ক fu (uo, ৮০)-এর সংজ্ঞা নিম্নরূপ £ 
ди Auo 7 Au 
যাঁদ এই সীমান্থ মানের অস্তিত্ব থাকে। 


দির Л 
(иь, V6) == дї (ш. Vo) — lim fu Au, Vo)—f (uo, vo) 4 
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এক্ষেত্রে মনে রাখতে হবে যে এই সামান্ছ মানটি বা অন্তরকলনাঙ্ক নির্ণয় 
কলার কালে -কে › = veto অপারবর্তনীয় ধরা হয়েছে | 


অনুরূপভাবে 
চি (uo, vo) = Pf lo v) lim (ц Vo A) E (un, w) 
ЕТЕ C 


এভাবে ш. ৮এর নিজের ক্ষেত্রের বিভিন্ন মানের জন্য fu এবং .-এর মান 

গাওয়া যেতে পারে এবং স্বাভাবিক ভাবেই fu Ў, এগহালও и ও ॥-এর দিল" 

বিশিষ্ট ভে অপেদক হবে। wamaq এদেরও u এবং ।-এর বিভিন্ন মানের অনা 

"বা "এর সাপেক্ষে অন্তরকলনাঙ্ক ТН করা যায়। এভাবে আমরা 1-99 

উচ্চতর কমের আংশিক অন্তরকলনাংক 0 д д ইত্যাদি 
রর IRE অন্তর 1414 Эш дид” дуї‘ 

নিণয় করতে পার | 


111 আংশিক অন্তরকলনাঙ্ক সংক্রান্ত সূত্রাবলী 


CIA ভেষ্টর অপেক্ষকের অনুরূপ বহূচলাবীশষ্ট ভেক্টর অপেক্ষককেও, 


একটি নিট aita апара কাঠামোর সাপেক্ষে তিনটি গ্কেলার 
উপাংশ f, (и, v...) 5 Sa (u v...) 


ভাবে Aiè বরা সন্ভব। 


১:১5 (১ ০-এ৭এর সাহায্যে অনন্য" 
অথথ £ (4 177-)-55 2৮,714 
2৮1 1 এখানে /,/. атда чей 
স্কলার অপেক্ষক । স্বাভাবিকভাবে f (v. ...) এই аря ভেক্টর অপেক্ষকের 


কলনের আলোচনা f, 77 এই чирий স্কেলার অপেক্ষক AAA 
কলনের সাহায্যে করা সম্ভব। 


এখানে কয়েকটি সূত্র নিয়ে আলোচনা করা হল। 
1, aff (u, у) = (u, у) 
U= И, V = V মালে 


Әб (иэ) alim of (Ana a ৮) 
Әй эы. ТД) টা লা 


i fy (u, y) + f, (и, v) k হয়) “4 
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_ lim (u+ Au,v) — fs ১৮) 
~ Aus) Au 
A lim Ё (и + Лит) — fs (u. y) 5 
Аи->0 Аи 
т lim /(и-- Au, v) — fs (u. v) А 


Ди-х0 š Au 
š дл (и, у) ৯) Afu у) А, 919 (и, у) ñ 
ডজন 27 ди Л ди 2 


[ যেহেতু i j, k এরা ае Сейт) 


অন;রূপে 91 = t+ h 1851 


ду д” д” 
DE এবং 207. এই দুইটি м তক যদি ॥ = 
нду дуди < епо К! л 
91 ә 
у= у সম্ভত (৮৪ 
AS AL) উঠ диду дуди 


মনে করি, f(u, v) = Á (u,v) Ë+ fs (и, v) jit f Gs, 7) K, সুতরাং 
উপরের আলোচনা অনুসারে 


дї (и, у) _ 4187] 11. гли 94214 ৮) А, Ə fs (u, v) A 


ди ди диа 
дї (и, v) _ Әл (u, ») hlu, vja Əfs (и, у) A 
৪৮ Әу бу Ју К এবং 
অনঃরুপভাবে 


a Ги, v) Әз (৫১৮) A. fa (и, ৮) A, Әр (u, v) ৮ 
дид» ди ду ди ду днд» 


11 (i) 


0° f(u,v) _ Ə% f (u. v) à T 2 (и, v) 1 h (4.7 afa (u. у) È 


Əvəu дуди ду ди “vou ди 
se 111 (ii) 
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д এবং P f е এব Ëh 2540... 
যেহেতু টানি এবং дуди 795 দেওয়া আছে, অতএব диду`? 
ইত্যাদি সন্তত, স্কেলার কলনবিদ্যার আলোচনা অনুযায়ী আমরা জানি যে 


3 


Ph ER геп. CE 3 
диду 0734 “এরা সন্তত হলে সমান হয়। KDN 50 
8° fo 9% /, 9° д% 


= —= ° са, 0 5 ) fs A д ө |. ii) থেকে 
диду = 9৮9% এবং anavi дуди বা LU (i) এবং 1-11 (ü) 


a'f _ ər 
আমরা বলতে পারি диэ ৯ 298 


3. ОСЕНИ হয় তবে 
af ðf ди 91 


= Bf ди টার, 
5585৮ a= জং 
98 _ ОГ ош дї 9) 


মনে কারি f(u, v) =A, ৮) i + f, (u, v) 7 + fa (и, у) k 
SA Л (и), fa (৮, v) এবং falu, v) সমূহ u এবং ॥-এর স্কেলার 
অপেক্ষক, u, у আবার x এবং y-aq চ্কেলার অপেক্ষক, সুতরাং স্কেলার কলন- 

জা 


= ©Л ди 9.7 ðv 
ды ди ду Ке ду এবং ñ, f, অপেক্ষক সমূহের জন্যও 
SIA অভেদ পাওয়া যাবে। এখন 


дї fin A А 
НОД ns 2л 


28 (52 ди Әл 2) р 


дщ ах == сы 


+ (52 ди 1 5h >) 
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лл, д^ 2л 2) 2) 
у (э {чл ЛШ ДЬЕ 


= ди | дї ду. 


ди дх ' ду дх' 
এভাবে YAA সাপেক্ষে অন্তরকলন করে আমরা পেতে পারি 
Of ж „ҮӨР ðu of ду 


ду T аи əy” əv ду 
4. 


বহনচলাবাশষ্ট ভেষ্টর অপেক্ষকের পুর্ণ অন্তরকল ( Total differential 
of a уе 


ctor function of several variables) : 
মনে কার f (u, v) Седай, দুইটি স্কেলার u এবং ॥-এর দ্বিচল соё অপেক্ষক 


এবং fu, =i л u,v) 400৮, 9 4-17 (и, у); এবং dfo аб, 
৭০ «әла যথাক্রমে /, fs, f, স্কেলার উপাংশনয়ের পূরণ অন্তরকল। এক্ষেত্রে 


f (u, y) 'এই ভেষ্টর অপেক্ষকাটর পূর্ণ অন্তরকল হবে এ? (u, y) = i d f(u, ৮) 


+ Jf, (u, 4 Ё % (и, у) | 


দেখান যায় যে, 4. уча কোন মানে যাঁদ f (u, vy) ভেষরাট অন্তরকলনযোগ্য 
হয় তবে u, т-а Q মানে ভেক্টরাটি সন্তত হবে। 


প্রতিপাদ্য £ и, ॥-এর কোন মানের জন্য যদ f (и, v) ভেক্টরটির আংশিক 
অন্তরকলনাত্কদয়ের অন্তিত্ব থাকে এবং সেই অন্তরকলনাঙকদয় যাঁদ u, »-এর 
এ মানে সন্তত হয়, তবে f (u, v) ভেক্টর অপেক্ষকটি &)-এর Q মানে অন্তর- 
কলনযোগ্য হবে এবং i 
df= 87 фї ; ; 
= ди u Ф y OW যেখানে du এবং dy যথারুমে ॥ এবং 
1-99 অন্তরকল। 


প্রমাণঃ এক্ষেত্রে সপণ্টতঃ и, » মানে, এর উপাংশ Z, Z, Á এগুলির 
чеде а S আছে যারা Q মানে সন্তত। 


Л (a, y) একটি দ্বিচল-সন্তত স্কেলার অপেক্ষক, 
কলনাবদ্যা থেকে আমরা জানি 2 


এখন, যেহেতু 
সুতরাং স্কেলার অপেক্ষকের 


dh (и, у) = л. du + әл 
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ITA df,(u, v) = a du и+ Š van / а, এবং 


971 


dfs (u, v) = ав du + а 


অতএব df (u, v) = 4 4 9) L + 4f, (и, y) а 0 (u, v) к 


Әл 
du mg Ey 9) £ + (22 ê f 
= (2 i T du + 67 


д 97, A 
+ (0 as os a) k 


OR оло", 
=(ФА} au I + е) а 
Of; A 
. (5:17 টি ) 2 


у) ভেষ্টরটি.স্কেলার চল и ও )-এর সম্ভত 
অপর একাঁটি স্কেলার চল “এর সন্তত 


f = f (u, y) এবং U= (t), у 
> O (E) হয়। তবে উপরেই আলোচনা 
মত আমরা প্রমাণ করতে পারি > J 
af дї ац ðf а 


6. এভাবে নিম্নালাখত স্‌ত্রগুলি আমরা সহজেই প্রা | 


f (и, v) এবং E (u, v) এই জেদ, ॥/ এবং 7-এর ভেষ্টর অপেক্ষক এবং 
$ (и, y) একটি গ্কেলার অ্‌পেক্ষক 
? 91 F 
ИЕ) зор 
© উদ Ü U উর 


дЕ 
(ii) ZO Te du + jr 
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НЕД д oF əf 
1 — = — hetn 
(111) Әй (f. F) Жусу +з F 
; д oF əf 
iy) = = дї 
(iv) эп (Í x F) EX + эу XF... ইত্যাদি 


ЯШ ॥-এর ক্ষেত্রেও সমভাবে প্রযোজ্য 1 


119, ত্রিমাত্রিক দেশে বক্ররেখ!, (Curves in three dimensional 
Space) : R 

কোন নর্দিট aA সাপেক্ষে কোন AA অবস্থান соё r যাঁদ কোন 
স্কলার চল ॥-এর সন্তত ভেষ্টর অপেক্ষক হয় অর্থ %-এর বিভিন্ন মানের জন্য যাঁদ 
"এর বা এ বিন্দুর বিভন্ন অবস্থান ভেষ্টর পাওয়া যায়, তখন ও їй, সমূহকে 
959 করে একটি বক্তরেখা পাওয়া যায়। “অথচ, এ বিন্দুর সঞ্চারপথ যে বক্ররেখা হয় 
তার সমীকরণ r = (4) এভাবে লেখা যায়। আমরা এখানে ধরে নেব যে г (4) 
একাট একমানাবশিণ্ট সন্ভত অপেক্ষক এবং ॥-এর নিজক্ষেত্রের প্রতিটি মানে A 
এর আন্তত্ব আছে যারা সন্ভত। 


চিন্র 1-2 (i) 

মনে কার P ও Q এ дайа উপর খুব কাছাকাছি দুইটি বিন্দু ; зей, 
Олай সাপেক্ষে P-এর অবস্থান сәда г (и) এবং Q বিন্দুর অবস্থান ГЫЧ 
Hut Ди q r+ Art সুতরাং PQ (и + Ли) r(u) 
TEE Ar— r= Ar! এখন বাদ Q বিন্নুটি, ও AN বরাবর P яя 
দিকে অগ্রসর হয়, তখন PQ এই torai Fae P বিন্দুতে Ф বকুরেখার 
স্পর্ণকের দিক প্রাপ্ত হয়। যখন Au > 0 হবে তখনই О বিন্দুটি P বিন্দুর 
দিকে অগ্রসর হয় সুতরাং Au —- 0 নিয়ে আমরা পাই 


дип 28 = Ж 1 এই ভেইরটির দিক P বিদ্দুতে এ বকের উপর 


জ্পর্ণকের দিকের সমান্তরাল 
3 
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অনুসিদ্ধান্ত (4) 


1:2 (i) চিন্রানুসারে মনে কার ОР = г (s); এক্ষেত্রে RANTA কোন: 
নির্দিষ্ট বন্দু A থেকে Р বিন্দু পর্যন্ত এ аап দৈঘ্য হল S 1 
э OQ =r (s + As) =r $ Ari 


Ат _ OQ — OP _ PQ _ PO MEGI 
SREO As As ED] As 
Р 
এখন দেখান যায় 5৯০0 হলে ELL _ জ্যা PQ 


As = চাপ ৮ ৯ 1হয়। 
আবার না ха РО দিকে একক ভেন্টর। 


d іш PQ lim |] 
অতএব аз  As>0 TEE [* /৬৬৯০ As 
lm РО A 
Aso TET t 


যেখানে 2 হল, P Wequs এ বক্ররেখার উপর একক সপর্শক ভেক্টর l 


( প্রমাণিত.) 


{ অন্যভাবে ঃ 


মনে কার P বিন্দুর লম্ব কায় স্থানাঙ্ক x(8), у(5), z(s) 


ОР = r = x(s) É + (з) f + 205) É. 
১22 2728 
TE dye, йл. G Em s 


ЕЕ (ду (ши | 
রা 


(dx)? + (dy)? + (dz): = (ds 
অতএব a একাঁট একক сөй থা দত কর হাল) 
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অনুসিদ্ধান্ত (B) 


অনুসিদ্ধান্ত (A) থেকে বলা চলে, কোন বকুরেখার P বিন্বুতে স্পর্ণকের দিকে 


একক (584 হল £। 


л A 
+ f. f = 1. s এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করে পাই 
S di A dt at A 
চিট, т = 99; ` = 0 যেহেতু 1; 09898 সব্বদা aq উপর 
9184 ভেষ্টর। এই লম্বাদকের একক ভেষ্টরকে л ধরলে আমরা লিখতে পাঁর 
A 
qt 
д5 = kn. 


A 
এখানে п কে বলা হয় Р বিন্দুতে এ বকরেখার উপর প্রধান লম্ব ( principal 


A 
normal) ভেইর ; এবং к= | ВЕ | হল, Р বিদ্দুতে এ বক্তরেখার বক্তা 


(curvature) p= = কে বলা হয় oyma (radius of 


Curvature ) | 
А 
Р ало একক স্পর্ণক соба ! এবং প্রধান লদ্ব CORAN = a 4. 
এই দুইটি দিক নিয়ে যে সমতল পাওয়া যায় তাকে . বরুতা-তল (plane of 
Curvature) বা অস্লেষক সমতল (osculating plane) বলা হয় | 


“ФЕТ /-এর জ্যামাতিক ব্যাখ্যা এই রকম š 
মনে কাঁর дайа উপর পরস্পর সমশপবর্তঁ দুটি বিন্দ; £ ও 0 তে 


т! 
n 
Ran 
AB 
M T: 
? 


fsa s 1:21 


A A — —.— 
একক স্পর্শক ভেষ্টর £ ও /4- A t কে যথাক্রমে MT e MT রেখাংশ দ্বারা 
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প্রকাশ করা হল ; এবং মনে কার এই রেথাদয়ের чөдө কোণ ЛӨ যেহেতু 
MI ও MT" чїй দৈর্ঘ্য একক, অতএব ЛӨ হল একাঁট একক аләт“ 
Тач বাত্তের 77" চাপের সমান 1 Ява 


qt Д At 
= КЕ Ыы — 
k | জং | 
A 
= Пи ЛА ЕКЕ 
Аз->0 | Д6 As “a 
Ди Te 
1 елү ТТ” 
SSD 5 MATT > b খন 


£৬-৯০ বা 2৪-৯০। 
এখন. 5 এর সাপেক্ষে P বিন্দুতে স্পর্শকের ঘং্ণনের পারবর্তনের হার 


аё 
হল ৫৪ 1 স্পর্শকের ঘূর্ণনের পরিবর্তনের এই হারকে P বন্দুতে 4951 বলা 


dt 
হয়। অতএব দেখা গেল যে k= ее т Ro এ বকুরেখার 4911 


1 এবং n এই 'পরম্পর লণ্ব একক ভে্টরদয়ের উপর লদ্ব অপর একটি একক 


A ^ А 
toa b কে faama (bi-normal) ভেষ্টর বলা হয়। স্পচ্টতঃ b = £ x ni 


ЯК 1, n, b পরস্পর ава তিনটি একক ভেক্টর 1 কোন 'বন্দ:তে এদের, 
একটি ছ্থানীয় গ্থানাত্ক-তক্দের অক্ষয় {হিসাবে চিহ্নত করা চলে। 


১7 Р: db 
যেহেতু দ্বি-লদ্ব b একটি একক седя, অতএব та57 ভেষ্টরটি ঠ-এর সাথে 


A A 
ава হবে, আবার 1. b = 0, এই সমণীকরণকে অন্তরকলন করে পাই, 


ভেঙ্টরের অন্তরকলন ও AMTAA 3r 


সেই কারণেই > ভেষ্টরটি নিশ্চয়ই 4-এর সাথে সমান্তরাল । তাই আমরা লিখতে 
পারি 


db Á 
এট = _ Tnl Кеа ক্ষেত্রে যেমন দেখান হয়েছে, অন;রুপভাবে 


দেখান যায় যে দ্বিলদ্ব usq £-এর чайны হার, হল + ৷ এই কে বলা হয় 
ব্যাবর্তন (Torsion) | 


= (тл) x f + Ë x (kn) 
= +r (xn) — k (h x b) 
ЕЕ) 


TEM /, л, & এই একক-ভেষ্টর সমুহের অন্তরকলজগুলিকে এক সাথে [লিখে 
[তিনটি সূত্র পাই š 


л A 7 К 
Akn; а ৮৮17 Zeni 


এই я. Тег সেরেট-ফ্রেনেট সূন্রাবলী (Serret-Frenet Formula) বলা 
ইয়। অন্তরকল জ্যামতিতে (Differential Geometry) এই স্‌ত্রাবলা বিশেষ 
প্রয়োজনীয় 1 
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113. ব্লবিদ্যায় ভেক্টরের প্রয়োগ ° 
মনে করি কোন নি্দি্ট মুলাবন্দুর সাপেক্ষে একটি গতিশীল কণা 2-এর 
যে কোন £ সময়ে অবস্থান ভেক্টর г(2), অতএব বণাটির গাঁতপথ r= гї) এই 


সমীকরণ দ্বারা স:চিত হয় এবং এই গতিপথ একটি বক্ররেখার সমীকরণ | এক্ষেত্রে 
কণাটর বেগ 


ds 


dr রী 
এ দাহ টি ই 


dr 
ds 


GAA 5 = বক্ররেখার কোন {дї 


“°D বন্দু 4 থেকে ৮-এর এ 49700 
ds 
দৈঘ্য এবং у= টি ] 


а. = |v] = বণাটির gs ৷ 


ASAR কণাটর বেগ সর্বদা ও বকের স্পর্শক £ এর দিকে। 
কণার ত্বরণ = a = dv _ d 


а= ар (2৮) = 2৫ (ууй 


=kn + x dy УА dv 


টি T ЫШ 
সন্তরাং ত্বরণ ভেষ্টরটি aa P বিন্দুতে স্পর্শক ও প্রধান লদ্বের তলে 
থাকে অর্থাৎ s= অচ্লেষক | 


d 
উপাংশ -F ও প্রধান লন্বের 


প্রকাশ করা স:বিধাজনক। কোন গাঁতশীল বিদ্দুর যে কোন Р সময়ে অবস্থান 
ভেক্টর r (৫) দ্বারা সুচিত করা হয়। সেক্ষেত্রে সরণ = Ar; বেগ = Y 
7 а 15:28 а? 
= 9 5 ত্বরণ = a= rss q ° বল = Е, 24.6 а= 4 (m$) 


dr 
rXm =rxXm — 2 


аг 5 বলের ভ্রামক =G=rxF; এবং কার্য 
=r. F ইত্যাদি | j 
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1154 উদাহরণমালা 

প্রঃ 1. чїй F ভেক্টরটি х, у, z এবং /-এর উপর. নিভ'রশীল, আবার 
Х› у» Z চলসমূহ প্রত্যেকে 1-44 উপর 'নভ'রশীল হয়, প্রমাণ কর যে অন্তর- 
কলনের সর্তসাপেক্ষে 


dF ӘР | Е ах. OF dy oF d: 
dE = at Cox ar oyo dn А: 


a 


উঃ মনেকাঁর F(x, V. z t) = F, (x,y, z $) Ë + F, (x, y, 2,07 


+ R (x, y, 2,0) k 


KON dF = dF,i + 82271 dF, É 


aa, o ka OF ӘР, дЕ, ) A 
: Í gt dt + d dx + Оў dy + Өг аг ] 0 


aF, ағ, эу 9а) t 
+(e ay а= dx + ৪ ау + টি 


` OF, A ӘР» A 
চাটি ভিটা дї £) dt 


i дЕ, A эл) 
Ө DEEL 724 dx 


F. A aF, A дЕ, A 
+ (22.24 етут t) a 

дЕ, А oF, ^ aF, A 
(5৮14 টা) + 3 t) a 
২৭৪ x дЕ дЕ oF 
4৮৮৮৮8৬৮৪84: 


dF _дЕ | ӘЕ ах, OF dv | 0 dz 
ИЗЫШ Ба ахас Эу ас 
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ОЕА 180০ EE 
৪1 а a of 
= х э | টিং х ৮ | ওর মান Perg কর। 

উঃ এক্ষেত্রে f=} a(u +) рр 


v) TE $ uv [А 
61 


নাং 88 = агызу + এবং 
91 A 
FT, Sti pbj Fjuk 
7.4 
of of 
q — =— = 
asa ди ðv ła $b $r 
а 4р ju 
= И (и + у 


jas ła (u — 9) Fab È 


ох 2 
T 15044 уу. তি (4) + фаза 


সুতরাং নির্ণেয় রাশ = (+ 98215. y) j — 2аь k 
৮৮৫টি 


metric) সদ্পক'ট যে IAMA 


AOAR এই IRANA উপরে যে কোন বিন্দু 


(и — v)? + 44202 
প্রঃ 3. x= x(s) , 29:27 


(8) এই প্রাচীলক (Рага- 
সমীকরণ, 


প্রমাণ কর যে তার বক্তা аурата“ 

= з dy y qz үзү # 
[ (z এ (&) + (2) J 

উঃ বরুরেখার প্রাচাঁলক 


সমীকরণটি x= x(s), У = y(s), z = 2(5) 


АЯ অবস্থান (S24 
r = x(8) Ф y(s) 4. z(s) k. 
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A dr dx & dy dz A 
М (7 + (ш)? 
| dt ах Y A dy Ya, dz 
| Tas a. E. (45117 (22]5 (3 k 


гта 25 
চে 


57 
এ] (25) Фу dsz 
চি (а) ry + (=). Ni 
4. প্রঃ যদি f = (xyz, xz2, — уз) হয়, প্রমাণ কর যে, жай дө 
94 _ (0 
дхду 


| উঃ এক্ষেত্রে f= ৯7224 xn — pk 


я аг = yz Ë + 2] 
a A 
| এবং 86 = 26 sac safe (0, 0, 0) তে 
' চিলির 
| 99) 


5. প্রঃ যদি ॥ = f (u) হয়, প্রমাণ কর যে 


J +. 
হার L 


k= } 
2 DE 


উঃ দেওয়া আছে r = f (n, 


КУР ави ОРУС (a) 
( «এর সাপেক্ষে অন্তরকলনকে ‘ডট’ (dot) বা বিন্দুর সাহায্যে প্রকাশ করা 
হয়) 
at КЁ кА. dt ds ТИ, ^ 
Ши урай as Š F টা ১৭77১ 


=knge +5 ১০ 7 
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т . ` A A 
(৪) ও (8) থেকে x; yars ৫৪৫ 3 (с) 
лөк к= |X | = Baxr | প্রমাণত। 
G [Р 


б. বক্কপথে গতিশীল কোন কণার অরীয় ও Test বেগ এবং ত্বরণের 


উপাংশ নির্ণয় কর (Find the radial and transverse components of 


মনে কার কোন কণা r=f 


(0) এই মেরু সমীকরণ দ্বারা নিদ্ধারিত পথে 
সমতলে পারভ্রমণ করে | 


মনে কাঁর কোন এক সময়ে (তে এ কণাটি P বিন্দুতে 


চিত্র 153 i 


অবস্থান করে যার মেরু স্থানাঙ্ক মনে কার (r 
vector) r = OP দিকে একক ভে 
একক tosa P | 

সুতরাং 0594 পদ্ধতিতে 


' 6) ॥ মনে কার দূরক (radius 
А 
 & এবং naq ।-এর উপর argian tA 


এ aaa সমীকরণ লেখা চলে 
£- 7808); ৮০0৮, 


(a) 
বেগ =т= d rh dr A dR 
dt dt , Еак 


ভেন্রের অন্তরকলন ও দমাকলন 4 


dR 
| এবার gg "এর মান ণনণ*য়ের পদ্ধাত বিশেষভাবে আলোচনা করা যেতে 


পারে। আলোচনা দুভাবে হতে পারে, প্রথমে কাতিয় পদ্ধাততে। x€ 
04-এর দিকে এবং деа সমতলে }=অক্ষকে 04-এর উপর লদ্বাভমনখে 
নেওয়া হল। সুতরাং মনে কার ০7-এর দিকে একক দৈর্ঘ ОТ এবং তার 
'লম্বাভিমূখে একক দৈর্ঘ ON. 


à Li A A 
সুতরাধ К = OT = i cos 0 + J sin 0 


P = ON = — isin 0 + j cos 01 
dR LENS A A 
ag = —. sin 0 477 ০০9: = P 
ар 

এবং ৫7 = 1০০5৪ —Jsin 0 = — Ñ 


শবকজ্গভাবে š 


fas 1.31 


মনে কার খুব কাছাকাছি দুইটি বিন্দ; P ও 0 তে দুরক 'দিশায় একক 


A 


сейин OI = R, OT = R+ AR. 


z ок 
дво 461 /১৪-৯০ DATU 


яе | পা =1 


কারণ ОТ এবং UT দুইই একক ভেক্টর PAURA করে, এবং তাদের মান 1. 
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dR A 
উপর ак 1 আবার P седя Ñ-aq উপর ате | সুতরাং ?ট ভেষ্টরটি 7-এর 


Р A 
দিকে একক ভেন্টর। অথাৎ Єр, অনুরূপভাবে © а D Ө ] 
БАС ак а 
R বেগ = v = এ নট a 
dr A 48 A 
= с аР 
(এবং 2 dð 
«йз R এবং /এর দিকে %-এর উপাংশদয় যথাক্রমে a টা 


41 


-= ауа, 
еч ж. kyrt 5) 


der a dr ав 
না 2৮78 


dr da À а°@ ৫9 ৫) 
ТЕ 2৮7৮5 Вага a) 


ЖО аА КЖ, dr ৫9 ав 
(8৯4 48) 


dr 40 д ৫29 রো 24) 
H(i নি 77 н? + r [ 
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11144721107) 77513 
= (ë -r (I) (a a GL e P 


^ A 4 
AII R এবং P এর Tas ত্বরণের উপাংশদয় যথাক্রমে 


ат _ ра Va ৫29 dr ৫9 
а (а) এং ৮42৮ 


2:7, О বিন্দুর সাপেক্ষে m ভর বিশিষ্ট কোন কণার অবস্থান.ভেষ্টর 
T; F এ কণার উপর প্রযুক্ত বল; М = 0 বিন্দুর সাপেক্ষে Е এর ভ্রামক ; 


d 
Н  ভরবেগের ভ্রামক, প্রমাণ কর М = Н. 
উঃ এক্ষেত্রে М = О বিন্দুর সাপেক্ষে চ এর ভ্রামক = r x F 
=. (my) 


[r = যে কোন / সময়ে. “л এর অবস্থান ভেক্টর ; v = বেগ ] 
কিন্তু এ rx mv বি Б SAL 
dt =% di 
=r x s(n) „РОТЕ x (о) 
а р nA aate AT 


Tess Н = ভরবেগ এর ভ্রামক = r X mv 


ан а 
RSM Чү = r X дроту) ৮ хЕ=М 


[ বিঃ দ্র: т এর মান ধুবক হোক বা না হোক, এই সূত্রটি সর্বদা সত্য ; 
এখানে H কে কৌঁণক ভরবেগ (angular momentum ) ও বলা হয়। এই 


সন্রীটকে অনেকগুলো কণার জন্যও সামান্যাঁকৃত করা যায় অর্থাৎ যাঁদ 
H = Ë mi ri X vi = মোট কৌশিক ভরবেগ 
& 
M = Z r; X F; (মোট ভ্রামক ) হয় ; তখন 
i=l 


aH 
m=] 
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প্রঃ 8. দেখাও যে একাঁট বরের সরলরেখা হবার প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট 
সর্ত হল k = 0. 


উঃ মনে কার т = r (5) একটি qaaa সমীকরণ 1 যাঁদ à রেখাটি একটি: 
সরলরেখা হয় তবে এ রেখাঁটর যে কোন বিন্দুতে зәру ভেক্টর এর দিক সব্বদা 


A 


A 
а, অর্থাৎ г একাঁট ধ্রুবক ভেক্টর হবে। বা 4 = 0 বা /- 0. অতএব 
সর্তাট প্রয়োজনীয় 1 


A 
dr A 
আবার k = 0 হলে ৫৮ = 0 বা t একা ধ্ৰুবক ভেক্টর বা ও বক্ররেখাটির GL 
কোন বিন্দুতে স্পর্শক এর দিক সব্ব'দা পরুবক। অতএব Q বরুটি একটি সরলরেখা t 


18 অনুশীলনী 
Е 2187-77-4৭ 4 
1 Cos 0 + jsin 0, s = — isin 0 + j cos 0 হয়, তকে 
দেখাও যে 
টিন a A A 
LULL ds >. dð a dr A ds A 
dt t ' dt 74, টা 54 


A 
2. যাঁদ % (x, y, z) = xy?z ; f = xzi хузј + yz? k হয় তবে 


3 
(7—1, 1) fanzo 200 এর মান নির্ণয় কর 1 


©з (4 2) 


A 
3. fæ (28р х) + 62 — ysinx)j-+ x° “os y & হলে 


a + °{ 
эх D BIR এই эла সত্যতা বিচার কর। 
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4. f = xyz i — 2x28] + xz? টি এবং F = 2x Í + э) — xk 
হালে (1,0, -2) বিনতে „су; ( f x F) এর মান নির্ণয় কর । 

"উঃ (42—61) 

5. Хх = 3 cosi 


у= 35910 %১ т=4и; এই বক্করেখার জন্য 


(a) একক зәр ўа 2, (b) প্রধান লদ্ব седя n (с) বরুতা / (d) বক্তা 


ব্যাসার্ধ р এবং (е) দ্বিলদ্ব -ভেষ্টর b নির্ণয় কর। 
б Зе A. 3 А 4 A 
উঃ (© — 5 sin uit = cos uj + zk 
(6) — cosu? — sinu (с) 2, (0) 2 


4 . л 4 Ае ЗА 
(с) s Эши? = cou + 5-0) 


6. (а) দেখাও যে ই у) একটি তলের সমীকরণ নিদ্দেশ করে ৮ 
dr 


(b) দেখাও аа х এ তলের উপর লদ্ব ভেক্টর প্রকাশ করে 1 


(০) r= a cos u sin v š + asin u sin y j + a cos v k এই. 
তলের একক লদ্ব сеа নির্ণয় কর 1 


উঃ 


А EA : се a 
{ = ( cos usin y i + sin u sin y j + cos uk ) 


7. প্রমাণ কর এমন একটি ভেক্টর d এর আন্তিত্ব আছে যখন 


A A 
dt A dn & db ২ 
Дх: # = ni নয = ৭৯২৮; এখানে 
AAA 
t, п, b 


; যথাক্রমে স্পর্শক, প্রধান লম্ব এবং AT এর দিকে একক ভেইর L 
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8. কোন RAM কোন বিন্দতে প্রধান লদ্ব যাঁদ কোন 'ি্্দিল্ট অক্ষের 


সাথে লচ্বভাবে থাকে, প্রমাণ কর যে এ বিন্দুতে স্পর্শকও Q অক্ষের সাথে ধুবক 
‚ কোণ উৎপন্ন করে। 


©. দেখাও যে ও আঁভলদ্বের দিকে কোন шэ পাঁরভ্রমণরত কণার 
72 


ত্বরণের উপাংশ যথাক্রমে © ©} এবং p (7 = বেগ এবং 
ব্যাসার্দ)। 


р = বক্তা 


4 এরজন্য Cus г) (о) ва зау 
এই বরুপথে পাঁরভ্রমণরত কোন কণার স্পর্ণক এবং আভলদ্বের দিকে ত্বরণের মান 
“নির্ণয় কর । 

£ (16 একক; 2 ৬73 একক ) 

10. суз SENS (6,—3,3) এককের 9% বল 
Е ক্রিয়া করে। যদি ্রারাদ্ভক বেগ u = (4, 3, —]) হয়, তবে 2 একক 
সময় পরে এ কণাটির গাঁতশান্ত নির্ণয় <q | 

(সংকেত :— গাঁত শান্ত = 1 лу, у) উঃ 


৪ (52 একক ) 
П. তিনাট কণা A, B, C যাদের অবস্থান CS г, , г, এবং гэ যথারুমে 


Yi Үә এবং va বেগে চলে। প্রমাণ কর যে АВС ত্রিভুজের ভেক্টর ক্ষেত্রফল 
পরিবর্তনের হার 


Е р (সিল দা EE, 


12. mem ভরবাশিষ্ট এবং у ও 7 বেগে চলমান কণা পরস্পরকে 


আঘাত করে একীভূত হয়। প্রমাণ কর যে গাঁতশান্তর হাস এর পরিমাণ 
Ее 


13. একাঁট কণা একটি 'নাদ্দণ্ট বন্দ O এর দিকে F — f (r) T КЕ বলে 


আকর্ষ'ত হয়। г, 0 বিন্দুর সাপেক্ষে ও কণার অবস্থান ভেষ্টর। r আদিকে 
একক ভেক্টর 1 দেখাও যে" X v = hi যেখানে ү এ কণার বেগ। h 
একাঁট ধ্রুবক ভেক্টর 1 প্রমাণ কর যে কণাটির ভরবেগ ধ্রুবক 1 


14. প্রমাণ কর যে একাঁটি বক্র 998 সমতলে থাকার প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট 
У হল + = 07 + = ёт 6 এর ঘ্ণনের হার । 
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115 অনির্দিষ্ট সমাকলন ( Indefinite Integration ja 

যাঁদ একাঁট ভেক্টর অপেক্ষক £ u) অন্তরকলনযোগ্য হয় এবং 1) এর অন্তর- 
কলনাতক afa F (u) হয় অর্থাৎ d fui) = F (u) du হয়; তখন fa) কে বলা 
হয় u এর সাপেক্ষে F (и) এর আঁনার্দস্ট সমাকল বা শুধুই সমাকল এবং লেখা 
হয় { F(u) du =f (и). এক্ষেত্রে fu) কে সমাকল আর Fu কে সমাকল্য 
বলা হয়। 


অনুসিদ্ধান্ত ঃ f(u) যাঁদ, Faa আনার্দ্ট সমাকল হয়, তবে 
и) + ০ ও (е একাটি ধ্রুবক ভেক্টর ) F(u) এর একাঁট সমাকল। 


প্রমাণ £ যেহেতু flu) F (u) এর আঁনাদন্টি সমাকল হয়, অতএব 
JE u) du = fu); বা df (и) = F (u) du, 

Wes d (fü) +c} =d4(f(u)) + de= df u) + 0 

= F (u) du [ যেহেতু с 49; de = 01 

অতএব সংজ্ঞনুসারে í (u) + c = [ F (u) du 
স্পষ্টতই বোঝা যাচ্ছে ভেক্টর অন্তরকলের ধারণা সাপেক্ষে সমাকলন 91,7190 
সাধারণ গ্কেলার সমাকলনেরই অনুরূপ 1 তাই এর বিস্তারিত আলোচনা না করে 
শুধঃমান্র কয়েকটি প্রয়োজনীয় সূত্র উল্লেখ করা হ'ল। এক্ষেত্রে অপেক্ষক সমুহ 
অবশ্যই যথাযথ অন্তরকলন ও সমাকলনযোগ্য 1 

L. айй Eo) = Fü) Ë Fa (u) f+ Fs (a) k হয় তবে 

ге) du = Š J F, (и) du + f Ñ Fa (u) du 
+k Í F, (u) du 


2. f(r- ал) 44 F.f +e 
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чл 


а а, 
ү, [+ GF) шеу 276 
ағ вау f f 
Ша жч. л) чор + 
TS 12127 
Га হল একটি প্রদত্ত ধ্রুবক сеа ] 


116 সীমিত সমাকল (Definite Integral) : 


একাঁট যোগফলের সাগা-মান হিসাবে £ 


মনে করি f (u) হল, একটি স্কেলার চল % এর একটি প্রদত্ত ভেক্টর অপেক্ষক 


এবং ০৩৩/৩৩% এই অন্তরালে f(u) সন্তত এবং সসীম। Га, ৪] এই 


অন্তরালকে মনে কার এ = u up му... » = b এই বিন্দঃগযল দ্বারা, 
সসীম /-সংখ্যক ক্ষুদ্র উপ-অন্তরালে ভাগ করা হল যাদের দৈঘণ যথাক্রমে 


(ui — uo), (us 42), .... (/% — unat মনে করি S, = 118) 
(ui — uo) + f (&) (и = щ) 4০,০০4 PÈD (и, — и, 1) যেখানে 
€ Š .... En ја হল, যথাক্রমে (ио, 1), (n, vo). 
অন্তরালগদলির মধ্যে u এর 


P би, = 
i=l 


...3 (uy из) 


» 
2 G — ua) = u, — 1) = b al এখন т এর মান 
E 


বাড়ালে, বিভাজন সংখ্যা বেড়ে যাবে। মনে কার n ০০ হলে, প্রতিটি 
হয় ' যেখানে 6 > বৃহত্তম Su) এই অবস্থায় যদি 


১/:-৯0 বা ৪-৯। 


lim S,= lm 2 £(8) Sui = lim এ £(8) Su (= 5) 
n=> оо n=} бо t=1 Š— 0 А 
এই সীমা-মানাটির আন্তত্ব থাকে এবং. এই সামা-মান যাঁদ [а,Ь] অন্তরালের 
॥"সংখ্যক বিভাজন পদ্ধাত নিরপেক্ষ হয়, তবে একে ॥ এর সাপেক্ষে f(u) এর 
সীমত-সমাকল বলা হয় | এই সীমিত সমাকল হবে F(b) — F (a) যেখানে 


F (u) = Í f(u) dun সীমত সমাকলটিকে w £ (и) du লেখা হয় 1 
a 


মান। মনে কারি Ui — Ui = би; স্প্চ্টতঃ' 
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সংক্ষেপে, আন্তিত্ব থাকার সাপেক্ষে 

lim 5, = lim 2 f(u) bu; = ғой du = Е (b) — Е (a) 

7-৯০০ 7-৯০০ #ї% a 
যেখানে Ñ f (u) du = F (u) 

সীমত সমাকলের একটি উদাহরণ আলোচনা করা যাক š 
মনে কার কোন গাঁতশীল কণা p এর, যে কোন 1 সময়ে v বেগ আছে। এক্ষেত্রে 
অবশ্যই v, 4’ এর ভেক্টর অপেক্ষক হবে । মনে কাঁর ! = t থেকে / = ha 
সময় ауз Q কণার সরণ নির্ণয় করতে হবে। সময়ের এই (fo h) 
অন্তরালকে আমরা কিছ; ক্ষুদ্র ক্ষুদ্র অংশ 61 8 (1 = 1,2... п) তে ভাগ 
কার, যাতে 281; = £; _ t হয় ॥ যে কোন একা ক্ষুদ্র অংশ 81 নিয়ে, Q 
অংশে কণার বেগ যাঁদ v ধার, তবে, Q সময়ে Q কণার সরণ VÔLI কারণ, 
যেহেতু অংশটি খুবই ছোট, এই সময়ের মধ্যে কণার বেগ কে ধ্রুবক চিন্তা করা 
যায়। অতএব 1০ থেকে £ সময়ে কণাঁটির মোট সরণ 


ti 
= lim 28; = [үй (সীমত লমাকলনের সংজ্ঞান;সারে ) 
81-0 to 


117 রৈখিক ভেক্টর অন্তরকল সমীকরণ ( Linear Vector Diferen- 
tial Equation ) 

কোন ভেক্টর সমীকরণে যদ এক বা একাধিক ভেন্তুর চল থাকে এবং কোন 
স্কেলার এর সাপেক্ষে তাদের অন্তরকলনাঙ্ক থাকে এবং সমীকরণে প্রাতিটি ভেক্টর 
বা তাদের অন্তরকলনাঙ্কের সহগ аў, ধ্রুবক অথবা স্বাধীন স্কেলার চলটির কোন 
স্কেলার অপেক্ষক হয় ; তবে এ সমীকরণকে রোঁখক ভেক্টর আন্তরকল সমীকরণ 
বলে। 

এইরূপ সমণকরণকে, স্কলার রোখক অন্তরকল সমীকরণের অনুরূপ সমাধান 
করা হয়! শুধুমান্র এক্ষেত্রে যে সব সমাকলন ধ্রুবক আসবে সেগুলো অবশ্যই 
аса Сәба হবে। কয়েকাঁট উদাহরণ আলোচনা করা হল। যেমন 

(A) মনে কার একটি কণা a সমত্বরণে চলে ; তার অন্তরকল সমীকরণ হবে 


= = ФЕ এক্ষেত্রে { সময়, v বেগ এবং ॥ কোন নন্দ বন্দ; থেকে 


সরণ নির্দেশ করে। 


52 ভেক্টর কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 


এই সমীকরণকে '/ এর সাপেক্ষে সরাসাঁর সমাকলন করে পাই 
2 = Y = a! + Yo Yo একটি дир ( arbitrary ) HaT ভেক্টর 1 


কোন প্রারাদ্ভক (initial) বা সীমানা ( boundary) 


Yo এর মান বের করা যায়, যেমন এক্ষেত্রে / = 0 হলে ү 


এ সমীকরণকে পুনরায় সমাকলন করে পাই 
r= kad iv 


সামাবন্থা থেকে নির্ণয় 
(Ву 
JF | 


মনে কার г এবং ও ШАН স্কেলার চল и এর দর ভেক্টর অপেক্ষক, যারা 


টা, (11891) এবং 49 ENN 
চলে। 


সর্ত দেওয়া থাকলে 
= Yo ধরা হয়েছে। 


£ 103 19 অপর একাঁটি җиз ভেতর е যা 
করা যায়, এক্ষেত্রে যখন £- 0, 


к=) 


এবার একাট (0594 অন্তরকল সহ সমীকরণের সমাধান আলোচনা করা 


1188) এই সমীকরণ মেনে 


এক্ষেত্রে n একটি স্কেলার ধ্রুবক। (11 Bi) 


কে ॥ এর সাপেক্ষে অন্তরকলন 
করে এবং (1881) ব্যবহার করে পাই 


ат к m 
Зі а 5.0 ө (1:18 B ii) 


dr 
2 q দ্বারা স্কেলার গণ (scalar product) করে পাই 


dr dr হি 

du duz + n° 2 du r = 0, 

d dr \2 2 

үл (4) +n а (г) = 01 সমাকলন করে পাই 


১০০0218737০) 


ভেষ্টরের অন্তরকলন ও সমাকলন 53 


একে সরাসাঁর সমাধান করা আপাত অস্দীবধা আছে। তবে sI স্কলার 
অন্তরকল সমীকরণ সমাধানের ধারণা থেকে (118 B iv) নং সমীকরণের সমাধান 


করা যায়। 


d?r 


আমরা জান g 4 mr = 0 এইরপ একাঁট স্কেলার অন্তরকল সমী- 


করণের ий সমাধান r = а cos Ки এবং r = b sin kul এক্ষেত্রে a, b 
TË স্কেলার যদচ্ছ ধ্রুবক । এখন আমরা যাঁদ ае ৮ কে দুটি ию ভেক্টর 
АФ А এবং В দ্বারা প্রাতস্থাপন কার, তবে আমরা লিখতে পার 
r = А cos ru + B sin пи, (1183০) 1 পরীক্ষা করে দেখা যায় যে এই 
সদ্পর্কাট (1-8 Вій) নং সমীকরণের সাধারণ সমাধান। যেহেতু (189৬) A 
এবং В দুটি যদ্‌চ্ছ ধুবক আছে। অতএব r= А cos nu + В sin nus 
(1:88111) নং সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান । (178৬) নং থেকে r এর মান 
(1801) নং বাঁসয়ে পাই 
ns = а — А nsin nu + B n cos пи, 
du 
বা s = В cos nu — A sin nu .... (1:18Bvi) 


(1-188) এবং (17188) এই HAFAN প্রদত্ত সকীকরণয়ের ARÉ 
সমাধান ৷ 


118 উদ্বাহরণমালা : _ 


ঞঃ1. যদ fü) = (3u — u)? (2764) — 4uk হয, 
প্রসনাণ কর 


з 
оа (е - баз) 206 + с 


Ө A A A 
এবং Í ша = 5 1-77-6% 
1 
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উঃ দেওয়া আছে 10) (36 —u)l+ (2 9)/_ мй, 


лөк S E(u) du = F (342 — u) du J| (2 — 60) du — Ë раи 
2 
(৮7501 сои {у юа] дс 


2 2 2 а 
у. з А 
sf “т cs] 14178177118 
1 1 1 


= (82-144); 


ме siwa qa us aqa), 
КУ 


৬০৫০1 (প্রমাণিত ) 


অঃ 2. দেওয়া আছে £(2) 25! 332% 


£(3)- 4024 3% 


3 
দেখাও Í fu). ый) du = 10 
2 


উঃ প্রমাণ করতে হবে Í fü). zt, du = 10 


fu š 
বামপক্ষ = | co. 00 "а= + | теа, 


2 


1৮855479131) 


চি Ыы 
[ f (2 এবং f (3) এর মান বাঁসিয়ে | 
73) — 1 0০4 124 22) = % — £= 10 


= ডানপক্ষ (প্রমাণিত ) 


= k (d° + 2° -+ 
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প্রঃ 3. যে কোন % সময়ে একাঁট গাঁতশীল কণার ত্বরণ দেওয়া আছে 
dr 6 

JET | 9402934 sin ЕЁ: প্রারাদ্ভক বেগ ও সরন যথাক্রমে 


= 1 — 3k এবং 21 +j যে কোন সময় / এ তার সরণ কত? 


а dy 
উঃ এখানে দেখা যাচ্ছে সরণ r, বেগ v = এ এবং স্বরণ a = r 
সময় 1-94 ভেক্টর অপেক্ষক দেওয়া আছে 
ат dy 


A A с A 
am = a = 6t' i — 2485 j + 4 sint k 


সমাকলন করে পাই” = 3127 — 8127 — 4 cos t É + A 
( À একাঁট স্বচ্ছ ভেক্টর 9,49 ) 

দেওয়া আছে £-0 হলে v = — 34 

A A A 
মান বাঁসয়ে — i — 3k = 0 — 0 — 4k + A 

A A 

д A=—i+k 

dr Es BAR 
অতএব v= -Æ 3421 sej 4cost É — i+ k 


A 


A A 4 
= (312 — 1) i — 8127 + (1 — 4 cos t) k 
পুনরায় সমাকলন করে পাই 
৮0510872710 — 4 sin t) k + B 
( B একটি স্বচ্ছ ভেক্টর ধ্রুবক ) 
আবার দেওয়া আছে যখন = 0 22271 


дп মান বাঁসয়ে 2î+j=0-04+0+B 
qB=0 
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B-94 মান বাঁসয়ে পাই 
А А А A А 
г = (12 — t) i— 21%) + (I—45sint) k + 2i+ j 


= (t =H DEED о азо 
ইহাই TA 4" সময় পরে কণাটির সরণ। 


è 4. দেখাও যে LE ২টি এই সমকরণাঁটর 
з: аг 
সাধারণ সমাধান নিম্নরূপ ৪ (<, © ধ্ৰবক স্কেলার ) 
(0) Се LS eV ив, ==) 
যাঁদ x? — w > 058 
(Ш) (= еки (А зіпуа = „1 & 4 B cos Vu? _ < u 


যদি x? = а < 0 হয় 
Gü) f= еке (A + Bo) যদি 42 - ০১৯ ০হয়। 


í 
উঃ প্রদত্ত гейт অন্তরকল аде Li 424 AE y at= 


সমাধান করার জন্য আমরা SAA একটি স্কেলার অন্তরকল সমীকরণের সমাধান 
আলোচনা করব। অর্থ 


Фу d 
тав + 2< 47 Te f=0 (এক্ষেত্ৰে / একটি গ্কেলার অপেক্ষক) এই 
সমীকরণাট সমাধান করব। 


মনে কার f= ৫%" Q সমীকরণের একটি আপাত গ্রহণযোগ্য Б 
(trial solution), তখন সহায়ক সমীকরণাঁট হবে 


৮7224 ১৯০, এই সমাঁকরণ সমাধান করে পাই 


e E арт Җи «৪ _ o° > 0 হয় 


P=- Sl at= ам <° _ о < 0 Z 


a k £ যাদি a — ш? = 0591 
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সংতরাং সাধারণ স্কেলার অন্তরকল সমীকরণের সমাধানের সুত্র থেকে পাই 
р е" ( а еу а= 9и he be Vou ) 
যাঁদ 8 — ০১৯ 0 হয় 
বা f = e*t (a sin уои 48 соз Ма? du) 
যাঁদ < — а < 0 হয় 
বা f = ৫৮৮ (a+ bu) дїй «2 — ০৭» 0 হয় 
( এখানে a, b ss স্কেলার SAS ) 
কিন্তু প্রদত্ত অন্তরকল সমীকরণে 1 হল একাঁট ভেক্টর অপেক্ষক, এবং u একটি 


স্কেলার চল। সূতরাং প্রদত্ত সমীকরণের সমাধানে যদচ্ছ 9,4949 অবশ্যই ভেক্টর, 
হবে । সুতরাং প্রদত্ত সমীকরণের TACA A সমাধান 


pa 6-%% (a 78 L Be Va — ou ) 
дїї 2 — ০১৯ 0 হয়: 

বা f = e*u | Asin /e@*—<2 + B cos М/о%—а?и ) 
যাঁদ < — ০* < 0 হয়: 


বা f = e*u (А + Bu) যদি <° — о = 0 
: ( এখানে А, В (za ধ্রুবক ভেক্টর ) 


প্রঃ 5. সমাধান কর ° 
а 


EE = 0 
ди 6৫ T sf 


উঃ মনে কার f= ¿u হল, 27 — 6৫ + 91 = 0 এই স্কেলার 
অন্তরকল সমীকরণের আপাতগ্রাহা সমাধান ॥ সুতরাং সহায়ক সমীকরণ হবে 
рї – 6р +9 = 0 4 р-= 3, З 
অতএব প্রদত্ত সমীকরণের নির্ণেয় নমাধান 
f = e ( À + Bu ) (যেখানে А ও B যদচ্ছ ধ্রুবক ভেইর ) ! 
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1.০ অনুশীলনী 
1. аф f(u) = (и =u); 2 3) হয়, তবে JE (u) du এবং 
[740 ёа মান еч কর 
উঃ (а Мз); + ш» — Зиќ + c} 
Cit зру 
2. ани) = (u, — 3, ош 0) = (1, — 2,2) ; 


| falu) = (3, u, — 1) হয় 
শ্রমাণ করঃ 


) {п হি f, ]4и=0 


(i) E (х5) )%-(-. Du >) 
A কয 


3. যদি f(u) = 5] + иў = u% হয়, তবে 


Е 
| S টে г sa и TE) бе মানার 
1 


1077-2)-88 বাঁ k 
А 1 АЕ Si + j— ) 
Lv T ন š 
4. কোন কণা নিদ্দিষ্ট বিন্দু 
(12 cos 2/, — 8 sin 2¢, 16 1) এই সমদ্বরনে চলে। г সময় পরে È কণার 
বেগ এবং এ {дәй থেকে সরণ নির্ণয় কর। 
উঃ € 699 26, 4 (cos 2i — 1), 8) 


(3 (1— cos 2), 2 (sina 2/), 8৫৯) 
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এর জন্য নিয়োন্ত ভেক্টর সমীকরণদয় সমাধান কর 
(ü) р + (г. Бае (р = 0) 
(i) гха=Ь (a. b=0 
এবং এর থেকে নীচের অন্তরকল সমীকরণাট সমাধান কর 


art 


(iii) ax gr ==, (а.Ъ= 0). 

Бере. ВЕ © ৪.0 
[ü r=- T+ sh P+ 
qr да+ 5 যাঁদ p + a.b = 0; À যে কোন 2159 


(ü) r= Xa + এল; ; À যে কোন প্রাচল ( parameter ) 


(ii) f = Ла + 3 JE В меса 


Та 

এখানে № একটি যদচ্ছ স্কেলার ধ্রুবক এবং с, d zm; ভেষ্টর ধ্রবক ) 

6. যাঁদ = 6u 8 — 2412) + 4 sinu Ё হয় এবং দেওয়া আছে 
(7 Б 


л л H A A 
যখন ॥ = 0, f=2i+j; p =k 
প্রমাণ কর যে 
| : A A т A 
= (u3 — u4 2)i+(1—2ut)j+(u—4sinu)k 
7. দেখাও ডা সন. (А ও B m% 


TÑ waqsa) Те 2:48 4 5 = 0 এই সমীকরণের সমাধান 1 


60 ভেক্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর 
8. সমাধান কর £ 
а df р, 
৬ ই 7112£-0 উঃ (f= Aep Веч) 
у df df 
(ii) ae Т? ъ= 0 উঃ[f = e“ (A -+ Bu)] 
1 . 
Шш) Fs +4t=0 উঃ (f А cos 2и + B sin 2) 


А ও В যদচ্ছ দুটি gaoa | 


——. 


দ্বিতীয় অধ্যায় 


অবকল প্রকারক 
Differential Operators ` 


21. CENAS ভেক্টর বিচ্ু অপেক্ষক ( Scalar and vector point 


function ) 


যাঁদ কোন রাশির মান, একটি দেশের কোন অঞ্চলের গ্রাতাঁট বিন্দুর অবস্থানের 
উপর নিভ'র করে, তবে সেই রাঁশাঁটকে বিন্দু অপেক্ষক বলা হয় 1 রাঁশাট 
স্কেলার হলে তাকে বলা হয় স্কলার বিন্দু অপেক্ষক এবং ভেক্টর হলে বলা হয় 
ভেষ্টর বন্দ: অপেক্ষক। ভেষ্টর lami অপেক্ষক নিয়ে পরে আরো বিশদ আলোচনা 
হবে। 

গাণিতিক পদার্থাবদ্যায় আমরা নানা প্রকার T, অপেক্ষকের সন্ধান জানি, 
যেমন বায়ুমণ্ডলের তাপমাত্রা, একটি Т єй অঞ্চলের ТӨН বিন্দুর অবস্থানের 
উপর 'নর্ভ'রশসল, তাই তাপমান্রাভ্ঞাপক রাশাটি অবশ্যই একাটি Gea বিন্দু 
অপেক্ষক। অনুরূপ ভাবে কোন বস্তুর ঘনত্ব বা কোন জায়গার বিভব (potential) 
ইত্যাঁদ স্কেলার বিন্দু অপেক্ষক ৷ আবার কোন বন্তুর মহাকর্ষ'জনিত 
বল; তাঁরচ্চালক বল | electromotive force), কোন কাঠিন বদ্তুর পাঁড়ন 
বল (51755), প্রবাহমান তরলের বেগ ইত্যাদি ভেক্টর বিন্দু অপেক্দকের উদাহরণ । 

মানিক দেশে কোন বিন্দুর কাতর স্থানাওক ( x, y, z ) দিয়ে DS করলে, 
উপরের সংজ্ঞানুসারে বলা যায় যে, কোন বিদ্দ; অপেক্ষকের মান (x; yz) এর 
বাভিন্ন মানের জন্য বিভিন্ন হবে, অথথ Q বন্দ: অপেক্ষককে x V, 2799 
বহ:চল অপেক্ষক হিসাবে ধরা চলে 1 আবার এ {বন্দুক বাঁদ r এই অবস্থান ভেক্টর 
য়ে সৃচিত কার, তবে এক্ষেত্রে কোন বন্দ; অপেক্ষককে r пэйда অপেক্ষক 

যায়। 

১৪৮ р. এবং গ্কেলার বিন্দু অপেক্ষককে У দিযে সুচিত করলে, 
Уге সচরাচর VIP) এভাবে প্রকাশ করা হয়। SAO ভাবে A RANA 
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ভেটর বন্দ; অপেক্ষক ? কে ЕР. দ্বারা প্রকাশ করা হয়, এখানে V(P) বা £2) 
হল P বিন্দুতে যথারুমে V বা гад মান। fanfar দেশে কোন বিন্দু 
অপেক্ষকের যাঁদ প্রতিটি বিন্দুতে একাটি за মান থাকে, তবে তাকে Q দেশে 
একমান বা সমমান বিশিষ্ট (single valued or uniform ) বিন্দু অপেক্ষক 


বলা হয়। আমাদের আলোচনায় আমরা বিন্দু অপেক্ষক সমূহকে সচরাচর 
একমান বিশিষ্ট বন্দ; অপেক্ষক হিসাবে গণ্য করব। 


È তলের সমীকরণ হবে V = V(P)। Ë 
е у এর 
কাপক্ে একটি সন | ল amis দেশের প্রাতাট বিন্দুতে 


দলে কার P SQ দর বসে y এ মান Аата У(Р) এবং V(০); 
এবং У 00) ву. Му) এ দুই বি 
সমাঁকরণ । যদ V(P) y " 


Q তবে বিদ্দুটি р বিন = 
তলের উপর আছে অর্থাৎ সমাঙ্কতল হর peman 


আবার afa У[Р) = V(Q) হয়, তবে তল Їй পরস্পর ছেদ করতে পারে 
না। কারণ সেক্ষেত্রে ছেদবিদ্দুগযলিতে v У(Р) = V.Q) হবে তথবা ছেদ" 
ekle V এর একাধিক মান খাতে হবে যা অসম্ভব | অতএব একই V এর 
জন্য প্িমাত্রিক দেশের mi বিন্দদ P e Q একই সমাত্কতলে অবাচ্থিত থাকবে 
অথবা P ও Q বিন্দু "দিয়ে যে শট এঁকাতল পাওয়া যাবে তারা কখনও ছেদ 


করা হচ্ছে, যেমন 
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উদাহরণঃ 

নিম্নোন্ত ক্ষেত্রে সমাঙ্কতল Tas করা যায়। 

() У=л фу (ü) V = A. r (A gaoa) ] 

(0 এক্ষেত্রে সমাত্কতল সমূহের সমীকরণ হবে ২২ 4-2 ০০, 1৫! একটি 
বদ 99 anias দেশে এটি একটি বেলন (cylinder) এর সমীকরণ, 
যার XY তলের সমান্তরাল যে কোন প্রন্থচ্ছেদ একটি বৃত্ত ৷ 

(ii) এক্ষেত্রে সাঙকতল সমুহের সমীকরণ হবে А.г = c (с 8:49 যার 
SN সমীকরণ হবে Ax + A) + Аг = cl এটি একটি সমতলের 
সমীকরণ যা А = (41, A, Аз এই ভেক্টরের উপর লম্ব। 


23 canta বিন্দু অপেক্ষকের গ্রেডিয়েণ্ট বা নতি ভেক্টর (Gradient 


of Scalar point function) 


মনে কার v একটি অন্তরকলনযোগ্য স্কেলার বিন্দু অপেক্ষক। ত্রিমাত্রিক 
দেশে কোন বন্দ; ?-এর লদ্ব-কার্তিয় স্থানাংক (x, y, z) হলে. v অপেক্ষকটিকে 


^ ду, лд. м др 
যাঁদ v (x, y, 2) এই ভাবে লেখা হয়, তবে / бол 78 


বিন্দুতে v এর নাতি ভেষ্টর বা “গ্রোঁডয়েণ্ট” বলা হয় এবং তাকে grad y 
এইভাবে লেখা হয়, অথ grad v= 2৮ 17 £৮+ Ё 2i 


дх 
এখন, যেহেতু у প্রাতাট বিন্দুতে অন্তরকলনযোগ্য, সুতরাং স্কেলার কলন- 
› ыб ০2 9 
বিদ্যা থেকে লেখা যায় dy টান চি р 


И аа HEA A 
বাণ = (idx + J ay + Ë dz (iZ +70261 ar) 
= dr. grad у ы .. (2:31) 


যেখানে P (х,у, т) বিন্দুর অবস্থান ভেক্টর r = xi + yj + z É. 

এখন у = v (P) সমাঙ্কতলের উপর প্রতিটি বিন্দুতে v এর মান ধ্রুবক হওয়ার 
দরুণ এ সমাও্কতলের উপর P এর নিকটবর্তী বিন্দুগনীলর জন্য dv = 0 হবে। 
অতএব г. grad у= 0 991 সুতরাং Р এর সমাঙ্কতলের উপর যাঁদ P এর 
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অবস্থানের পাঁরবর্তনকে dr দ্বারা সূচিত কার তবে সেই অবস্থানের -পারবর্ত'নের 
"জন্য grad v (বা নাঁত ভেক্টর), dr এর উপর লদ্ব হবে। এভাবে অন্তরকলের 
ধারণা থেকে বোঝা যায় যে grad v প্রকৃতপক্ষে P বিন্দুতে v= у (Р) এই 
সমাংকতলের উপয় লম্ব হবে। আবার কোন নিদিষ্ট বিন্দু P এর জন্য 
grad v এর সংজ্ঞান'যায়ী, এ Р We grad у {дїї থাকবে। সুতরাং 
ওঁ বিন্দুতে dr teaa দিকাঁট যাঁদ grad vaa দিকে হয় তবে ৫” এর মান 


সব্বেচ্চি হবে। অর্থাত কোন Тїн বন্দু P-এর. জন্য ।-এর সব্বেচ্চ 
বদ্ধ যে দিকে srad v এর age সেই দিকে। 


2 сїйї বিদ্দু অপেক্ষকের দিক্‌-অন্তরকলজ ( Directional 


derivatives of scalar point function ) 
মনে কার কোন দেশে ॥ যে কোন একটি স্কেলার বন্দু অপেক্ষক এবং P 
সেই দেশের মধ্যে যে কোন একটি farazi P Tas 
থেকে এ দেশের মধ্যে যে কোন রেখা £ আঁকা 


е হ’'ল। [এর উপর P এর কাছাকাছি Q 
রে. ডি অপর «915 Gan. এবং মনে কার PQ = Д5! 
ЖОС রেখা বরাবর О фи sme Р এর 


(В) 
দিকে অগ্রসর হতে থাকলে বা ОР হলে যাঁদ 9) বা 


Q 
— y (P 
` Ta ৮ এই সীমার SET থাকে, তবে এই সীমাকেই p শবন্দুতে РО 


দিশায় ৮এর দিক্-অস্তরকলজ ( directional derivative) বলে, এবং তাকে 


৭৮ দ্বারা প্রকাশ করা হয়। 
ds 


d: li VQ) — ve 
অর্থ, ন = 0১৯ ела (অবশ্য সীমা মান থাকার সাপেক্ষে ) 
এখন মানিক দেশে p বিন্দুর ise যাঁদ (х,у, 2) হয়, তবে p বিন্দুতে 
x অক্ষের ТИФ v এর 'দিক্‌-অন্তরকলজ হবে — 


ду lim v(x + Šx,y,z) — v(x, yz) | 
ax 8х0 ôx 


` 
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অনধ্র;পভাবে y ও 2 অক্ষের দিকে » এর 'দিক্‌-অন্তরকলজগযীলর 
ў ду д> 
( «чта әу l 55 ) মান পাওয়া যায়৷ 
° উপরের আলোচনা থেকে এটা স্পষ্ট প্রতীয়মান যে РО এর দিকে V এর 
দক২-অন্তরকলজ। P বিন্দুর অবস্থান এবং PQ দিকের উপর নিভ'র করে। এখন 
মনে কার PQ রেখার কোসাইন-দিগাও্কগুি (direction cosines ) 1, m; m; 


„ 09 ду 
ং ৫২ 


ду 
এবং Әх’ 8), ঠ2 এদের আন্তত্ব আছে। বিন্দুর স্থানাঙ্ক (xyz) 


এবং PQ = s হলে Q বিন্দুর. тә: হবে (х 4 155, у + тд5, 
2+ nôs) 


অতএব v (Q) = v ( x+ 5, y + môs, z + nôs ) 
বুনি DY 5s 4 nd 
у (x, y, 2) 742 6s +m 865 T na; 6s 


+ 85 এর উচ্চমাত্রার পদসমূহ 1 


সুতরাং Y _ lim v(Q) = v(P) 
3 ds QP | ОР | 
— lim v(x + 195, y + môs, z + n8s) — v (x, y, 2) 
Šs—+0 65 
ду ðv 67 ৮411 
16502 10255 -..(2:4 (i) ) 


অর্থ p (х, y, с) বিন্দুতে যে কোন ৪5 এর দিকে, কোসাইন-ীদগাত্ক সমূহ 
fw 1, m, n হয়, তবে এ দিকে v এর দিক্‌-অন্তরকলজ হবে 
д> ðv ду 
эх З Pua nit 
আমরা জানি (I, m, n ) বদি 85 এর কোসাইন-দিগাঙ্ক হয়, তখন 
/% dy. dz 


I= к=; m = = 


ds ds 
(2-4 1) থেকে পাই 
< а» ðv Ях, д» dy, Әу dz 


ds 9 ds Әу йз bz ds * 2420) 
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এখান থেকে লিখতে পার 


__дУ д» ду, 2+4 iii) 
“ру үйду. ВУЧЕ Саг EAN 
স্পচ্টতঃ এট v এর অন্তরকল (differential) 


এখন মনে করি Šs বা PQ এর দিকে একক ভেষ্টর ৫, সুতরাং 


আমরা ধূলথতে, 
পারি 
A A A A 
e=li+mj+nk 
dv _ 767 ду ду 
কিন্তু от р Ло; > 


J y $ д2 


| 


дур 
= (1; À (222. А ду £9) 
i+ mj + nk). দিও | 


ду д2 
= 2 - Вга у 2 (24 
А 
এখন ৫ যাঁদ grad у এর দিকে একক tea হয়, তবে 
A grad у 
е = ৮৯ 
| grad y ] 
সুতরাং grad v এর лга y এর দিক্‌-অন্তরকলজ | 
A ) 
= e. grad y= _ Втай у 0. 
জর 14517 
আমরা জানি যে P বিন্দুতে у =(P) সমাঙ্কতলের লদ্বের দিকে কোলা 
фае, ет 
9৮ ду 
+> г 857 Ед" 


УЗ (@ তি তি 
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এখানে 32 চিহন্বয় যথাক্রমে v = у (Р) এ্রক্যতলের P বিন্দুতে ল্বের দুই 
বিপরীত দিক 'নাদঞ্টি করে ( v যেদিকে qa পার সৌদকের 9049 জন্য ধনাত্মক 
এবং বিপরীত দিকে amas ধরা হয়)। v যেদিকে q পায় সেইদিকে p 


বিন্দুতে সমাংকতলের উপর একক লন্ব ভেউরকে ॥ ধরলে আমরা লিখতে পারি 


আমরা জানি grad v = f к Lf К д 
Px L টি Ё 85, 
AON ' grad y |° = E 
| дх 
অতএব n = Sady 
| grad v | 


A 
তাই n এর দিকে P বিন্দুতে у এর দিক্‌ অন্তরকলজ 


Е ЫА rad у. grad у 
= © =n. grady = PPY ВС 
да Ë 1⁄ | grad у | 
= |grad y| | 


উপরের আলোচনা থেকে আমরা বলতে পারি যে, ৮ বিন্দুতে v = v (Р) 
সমাকতলের যে লচ্ব л এর দিকে v বাড়তে থাকে, grad v ভেষ্ররটি সেই দিকের 
সাথে সমান্তরাল। Р বিন্দুতে ৮» এর উপর à লম্বের দিকে »এর দিক্‌ অন্তর- 
কলজ হল, grady এর মানের সমান 1 অথাৎ, 


А ду 
grad 278 


A 
আবার P шү, £ qfi কোন একক ভেক্টর হয় ; তবে e এর দিকে vaa দিক্‌ 
অন্তরকলজ 


“е іу = enD 
= e. grac дп 


ду ду 
= cos 5 7 < pn Әп 


[ 44 BBE 
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সুতরাং P বিন্দুতে grad v ভেক্টরের দিক হবে সেটি যৌদকে v এর দিক্‌ 


অন্তরকলজের মান সব্বেচ্চ। এই আলোচনা থেকে আমরা grad у এর 
জ্যামাতক ব্যাখ্যা পাই। 


আমরা জানি v একাঁট আঁবচল রাশি (invariant) aafe অক্ষতন্্র নিরপেক্ষ। 
অর্থ, элй যেভাবেই হোক: না কেন P বিন্দুতে v এর সমাত্কতলটি 
অপারবার্তত থাকে। সুতরাং P বিন্দুতে তার উপর ল্বের মান ও দিক ЭЛ 


নিরপেক্ষ এবং আঁচল হবে। অর্থাত grady একটি অক্ষ-নিরপেক্ষ আব্চল 
028 (Invariant vector) | . 


অন্ধুসিদ্ান্ত 24 (A) 


প্রমাণ কর যে 


(i) grad (au + by) = a grad и + b grad у 


(ii) grad (uy) = u grad у + v grad & 


কারণ, আমরা জান 


dy 


0 / ду x 
ItK az এবং (вгай y) . e = ৫ 


d 
ds (au + by) 


A 
. e= 


(i) {grad (au + by)) 


а (০48 du а 

=. ET u = а— 4 
ds >) aJs šh Ра; 

Е: A 

= (a grad u) e + (b grad y). е 


= (agradu + b grad у.е 


А 
যেহেতু e যে কোন ATE একক ভেষ্টর | সম্পকণট 1 


A 
е এর যে কোন অবদ্থার 
সত্য, 


সুতরাং grad (au + by) = a grad џ + b grad у 


| 
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dy du 


а 2 А 5712 
(її) (85৫7) - e = j (uv) =u HU, 


= (u grad v) . е + (vgrad u) . е 


যেহেতু ৫ যে কোন একটি диро একক еба এবং « এর যে কোন অবস্থার জন্য 
সম্পর্কটি সত্য | 


ЖП, grad (иу) = и grad v + v grad и 


25 camia {тр অপেক্ষকের গ্রেডিয়েন্টের জ্যামিতিক-প্রয়োগ, 
( Geometrical application of Gradient ) 

মনে কার % (x.y, 2) =c (ধ্রুবক) এই তলের উপর কোন বিন্দুতে 
স্পর্শ তল এবং অভিলদ্বের সমীকরণ ATA করতে হবে 1 

G) মনে কার স্পর্শতলের উপর কোন বিদ্দু P এর অবস্থান ভেক্টর r এবং 
স্পর্শাবন্দ; А এর অবস্থান ভেক্টর го, সুতরাং А = r ro এই 098418 
সম্পূ্ভাবে স্পশ'তলের উপর আবাস্থিত। আমরা জানি ৪৮৭৭ $ হল, প্রদত্ত 
তলের উপর কোন বিদ্দ্‌তে ল্বের দিকে একটি ভেক্টর 1 সুতরাং নিট বিন্দু 
А05 ргай 4, AP এর উপর লদ্ব। অর্থাৎ (r — r). grad % = ০, 
সমাঁকরণটি নির্ণেয় স্পর্ণতলের সমীকরণ 1 

(i) A বিন্দুতে ও তলের আভিলচ্বের উপর যে কোন বন্দ: Q fr) নিলে 
Аб =r- r হবে। ভেষ্টরটি অবশ্যই A বিন্দুতে grado এর সমান্তরাল 
অতএব (тт) x grad % = 01 সমীকরণাঁট 'নর্ণেয় আভিলদ্বের 
সমীকরণ 1 


২.6 ভেক্টর প্রকারক ( Vector Operator ) 
আমরা জানি 
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এখন আমরা একটি নূতন সংকেত V এর অবতারণা করছি। একে বলা হয় 


“ডেল বা ন্যাবলা” (Del or Nabla) 20. + iz y $ 3 একে үу MA 


д2 
প্রকাশ করা হর। এটি অবশ্যই একটি ভেষ্টর অন্তরকল প্রকারক (Vector 
Differential Operator ), অথাৎ 


° rad y = [ # 9 д. ৪ N 
ST g Рае Ek ]৮-ড৮ 
অর্থৎ বলা চলে v এর উপর y ЖП করলে grad у পাই। অনুরূপ ভাবে 


Чай e এর দিকে » এর দিক্‌-অন্তরকলজ, (2. У) এই প্রকারক প্রয়োগ করে 
পাওয়া যায়। 


27 উদাহরণমাল 


@ 1. 
দিকে (1, 


У = Ху + yz + zx এর জন্য } 4- 274 2% এই сеат 


2, 0) বিন্দুতে у এর দিক-অন্তরকলজ {а কর s 


উঃ এক্ষেত্রে মনে কার ০৯74 27+ 28, স:তরাং е এর দিকে একক 


è e (L+ 2)+ 2%), অতএব e এর দিকে v এর দক অন্তরকলজ 


dy A A ðv ладу 
= ње, ৬ A дї 
ds (Жы ег) 


=e. (Ë 


ЕТ 


== М А А A A 
ОСОНУ 


+£(৮4-2)) 
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= $ (4x + Зу + 32) 


সাং (1, 2,0) বিন্দুতে এ? এর মান = 1 (41 + 322 + 3.0) 


LPO 


বা নির্ণেয় » এর দিক্‌-অন্তরকলজ = 40 | 


প্রঃ 2 sht у= 2 হয়, তবে (0, 1) বিন্দুতে x অঙ্গের সাথে 


30° কোণে নত v এর দক্‌-অন্তরকলজের মান নির্ণয় কর š 


উঃ se 'দ্বমাত্িক-অক্ষতন্্ সাপেক্ষে দেওয়া আছে। 


এক্ষেত্রে у = নি 


সন্তরাং grad > = Аду —2ху A. ৪920 
v 82 +] ду Сй уй 1+ савр уз) 


অতএব (0,1) {বিন্দুতে grad v এর মান = = J = < মনে কার আবার e- x- 
অক্ষের সাথে 30° কোণ উৎপন্ন করে 1 


বা e = í cos 30° + J sin 30০ = УВ 1187 = рив 


অতএব (0,1) বিন্দুতে নির্ণয় v এর দিক্‌-অন্তরকলজের মান 


৪:৭8 (48717757521 


2:3. х+у z= 1 এই সমাও্কতলের উপর (1,0,0) বিন্দুতে 
গ্রোডয়েন্ট এবং একক লদ্ব ভেক্টর নির্ণয় কর। 


উঃ এক্ষেত্রে v = ху — z. 


A A 
эү втайу = i Zaj 2. +E? ох) 1 
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কিঃ দ্রঃ এর থেকে প্রমাণ করা যায় যেঃ X grad fir) = 0 

প্রঃ 6 y = xyz + 4x2? এই তলের উপর (1, = 2, = 1) বিন্দুতে 
2 EDL এর দিকে দিক্‌-অন্তরকলজ фея কর। 
MIS হবে? এর গারষ্ঠ মান কত? (1,-2-1) বিন্দুতে 


xz + 4হ১ = 6 এই তলের একক asaq নির্ণয় কর। ও বিন্দুতে 
স্পর্শতলের সমীকরণ'কত > 


কোনদিকে এর মান 


উঃ এক্ষেত্রে y = x2pz + 4522 


Tem. 37. =2%)2 429; 


Fr х?у + 8х2. 


অতএব grad у = ১1 ৮ 


= (2xyz + 422) i" + 82217 (азу + 8xz) É 
তাই, (1, — 2, 1) де Вай v এর মান 8! _ }_ 10%; 
মনে করি ৩ = 2 — 2% "ӨП e এর দিকে একক сезд 
А. 21-72% 
টির S (2127222) 


ও এর দিকে » এর দিক-অন্তরকলজ = é ргай y 

` 8(28-9-2%), (87 j — 10%) 

TEREI 20) = 7 

আমরা জানি, grad у এর দিকেই কোন বন্দুতে v এর 
অর্থাৎ v = gaF তিলে, CL 2) 


а 8; 


sapra Us aial 
= 1) বিদ্দুতে দিক্‌ অন্তরকলজের 
е | = V8 + 12 + 10 
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(1, — 2, — 1) বিন্দুতে à বক্ততলের উপর স্পর্শতলের সমীকরণ নির্ণয় করার 
A A A 

জন্য, মনে কাঁর P (r = хі + yj + zk ) উ স্প্থতলের উপর যে কোন একটি 


বন্দ; এবং ১ (т„=р—у—&) зерен, 1 ЖК АР = 


ই үл== ге A A D 
o= (х 1) 41 (у +2)j+ (z+ 1)k 

যেহেতু grad v, আঁভল্বের দিকে একাঁট ভেষ্টর ; ЭЭК grad v স্পর্শ তল 
বা AP এর উপর লন্ব। ; 


чой, (grad y): AP = 0 7 যেহেতু srad »_৪-_7-10%। 
A A A A A 
баң (87 —j— 106). aii tO t2)it 


(z+ 1)K)=0 

বা৪(-_:1)-_(0+2)-10(57+1)-,8 

বা &х—у—10:—20=01 qua সপর্শতলের সমীকরণ 1 
আঁভলম্বের সমীকরণ নির্ণয় করার জন্য, মনে কার Q (r = xP — yj + zÉ) 
Q আঁভলদ্বের উপর যে কোন একটি বন্দ: ! সুতরাং আঁভলদ্ব KQ = r — fo 
অবশ্যই grad у 098099 সমান্তরাল 1 

বা (вт) x grad v = 0 

SP gy: py O a x 

(8-)-10)-০ 


i j k 
বা |x—1 y+2 z+1|= O 

8 — 1 — 10 
јоу 2) 1002 108 
х1) +8(у+2)) = 0 


aI ((z+1)— 
৪ (54+1))7-1€ 


যেহেতু Д / তিনটি পরপর ата একক ভেট! 
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Ea DEOR E 0 01) 
ШО ж 8 2520 


— 1 2 z 
বা = arn Ж > м আভিনলের mien | 


প্রঃ 7. প্রমান কর কোন সমাহ্কভলের উপর যে কোন বিদ্দুতে কোন গ্কেলার 
অপেক্ষকের স্পর্শকের দিকে দিক্‌-অন্তরকলজ শূন্য । 


উঃ মনে করি v = 849, সমাঙ্কতলের সমীকরণ, এবং v একটি স্কেলার 
অপেক্ষক। 


সুতরাং কোন বিন্দুতে gerad v আঁভলম্বের দিকে একটি ভেক্টর l 
A 
মনে কার ৫ Q Tengo этди দিকে একক তের 1 সুতরাং e grad v =0 


কিন্তু е. grady হল সেই সমাঙ্কতলের এ বিন্দুতে স্পর্শকের দিকে 


২ সন্তরকলজ। ядок বিন্দুতে স্পর্শ কের দিকে Q অপেক্ষকের দিক অন্তর" 
কলজ শুন্য হবে। (প্রমাণিত) 


প্রঃ 8. “иа |, 


X+y+z=1 এই বৃত্তের উপর 
(1, 0,0 


) বিন্দুতে энда সমীকরণ নিণ'য্ কর। 


উঃ মনে করি 1 (хірур zk), 
এর অবস্থান ভেষ্টর এবং 1, হল স্পর্শ বি 


A 
বা 0৯7) 


P 
энн উপর বে কোন বিন্দ: P 
А (1,0, 0) এর অবস্থান ভেক্টর ; 


ডি 
দেওয়া আছে v, 2 


রত বৃত্তের সমীকরণ A (1,0,0) বিন্দুতে এ তল্বয়ের উপর অভিলগ্বের 
299998 যথারুমে Mi = grad y 


1 এবং m = grad v, যেহেতু 


0 


27 
› Мах х 4-с 1 


grad у, ৯2 хі 2yj + 226 


grad v, ў. A 
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সুতরাং (1,0,0) বিন্দুতে m=, n= i++ যেহেতু АР 
সপর্শকের দিকে একটি ভেক্টর, AP, n, এবং n, উভয়েরই উপর тч! বা АР, 
ш X n, এই ভে্টরের সমান্তরাল। 


ТАР х (m xn) = 0; ш হাল ККЕ) 
= 2 (k= j) এবং aT = (2 — 1) Ë + yj+ k} 


ATOMS (о) yj + 2) X i(k) = 


TE 
বা х—1 y z =0 
° 0 —2 2 


বা ужа 25:-1)7- 0 е ае L T Ё 
গরস্পর অনধীন। 


у+2=0; x—1=0 এবং x= 1 = 0 


বাড E Sa ভা নির্ণের স্পর্শকের 
সমীকরণ 1 
প্রঃ 9. x=, y= £ ১ এই বরুরেখার (1, 1, 1) বিন্দুতে 


স্পর্শকের দিকে у = xy? + yz? + হয অপেক্গকের Ta 'নিণ'য় 
কর। 


উঃ মনে কারি এ বর্রেখার উপর যে কোন বিন্দু Ри অবস্থান ভে্র r, 


А A А A 24 зр 
mem r ৮457128০187 6108 


বা 5127 4 (1,1, 1) বিন্দুতে %-এর মান: 


অতএব (1, 1, 1) বিন্দুতে = 4-2} 4 3% =এ (মনে কার) 
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ASAR а অবশ্যই (1, 1, 1) বিন্দুতে È araa স্পর্শকের দিকে, একটি 
A i+ 27131 
ভেক্টর । তাই এ দিকে একক ভেষ্টর ৫ = ЕУ 
Мі 7 25788 
A 1 ১% , 
Ute Tl h 
আবার প্রদত্ত স্কেলার অপেক্ষক у = XY? + yz + 2x2 


A 
বা > 1১» (০429 t+ (24 2ху) J 


+ (я? Ф 292) kI 


ЛӨК (1, 1, 1) Rare grad v-a মান ও ++: 4 মনে কারী 
অতএব এ বিন্দুতে এ-এর দিকে ॥-এর দিক্‌ অন্তরকলজ 
he А ЕЙ 
АЦО же ы А 2৬ ci. 3 (84771 
T BRBN 


=L (+ а Е 18 _ 9৮ 
via Vid 7 


° 4 
প্রঃ 10. যাঁদ А (хо, Vos Za ) থেকে যে কোন বিদ্দ P (x, yz) 
দূরত্ব r হয়। তবে দেখাও যে r = АТ এর দিকে একক ueq grad r. 


উঃ afi т, এবং r, যথাক্রমে A এবং P বিন্দুর অবস্থান ভেক্টর ন 


rT = АР ЕГА 


3 ^ À A A zk 
কিন্তু দেওয়া আছে Ta = XÍ + y, + zok এবং ri = xË + ç 


е ат E CYC ke 


*—%) + (уу, F (z — z Y 


বা, r= Ir] = ут 


বাgradr = Г 


[r] = r = кш দিকে একক ভেটর। 
[ উদাহরণ 2-7 এর 5 (i) 8984) 
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প্রঃ 11. যাঁদ ৮, (9১5৮ 2) এর একাটি অন্তরকলনযোগ্য স্কলার WTE 
হয়। তবে প্রমাণ কর যে ৮ = ( grad v ), dr 


° >N ЕА 
£ এক্ষেত্রে ধার y = v ( x, y, =) এবং r = xi + 2] + 2k. 


সুতরাং жай» = Ёё +7 2408. 


dr = {ак + j dy + kdz 


(+2+)2+855), 


ат: (grad v). d 
122 8৮73 ду! д2 


lI 


ds +j dy ক k dz) 


= dv প্রমাণিত। 


প্রঃ 12. প্রমাণ কর, একই নাভদয় সাপেক্ষে, একটি ©з ও একটি! 
পরাবত্ত, তাদের ছেদ বিন্দুতে পরস্পর লম্ব। 

উঃ মনে কাঁর নাভি যথাক্রমে А ও B এবং এদের সাপেক্ষে 999 © 
পরাবন্তের কোন ছেদ বিন্দু Р. যেখানে AP = г, এবং ВР = /а1 9949 
Р বিন্দুগামী উপবৃত্তের АЙ: i P 
ri-ra = ая এবং P বিন্দুগামী 
পরাবৃত্তের সমীকরণ 2 n 2 
афі এখন, Р বিন্দুতে উপবৃত্তের A B 
ara দিকের coa হল grad : 
(57:72) = m ( ধার ) এবং P বিন্দুতে, আঁধবাত্তের লগ্বের দিকের ভেষ্টর 
হল grad (гу— ra) = 08 ( ধার) 
s: men, = grad (т + rs). Brad (7i =) = (gadr)? 
— (grad rs)? | ‘কন্তু, আমরা জান, grad rı = АР এর দিকে একক. 
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ХӘН, অতএব (৪:5৭ E ] এবং অনুরূপভাবে (Brad hs =l 
ыза = 0, Sefe, n, ও n; পরস্পর লক্ব। ягә, যেহেতু রেখাদযের 
FIRANA পরস্পর লদ্ব, অতএব, ছেদবিদ্দ, Р তে রেখাদয় পরস্পর লদ্ব। 


প্রমাণিত 1 
অনুশীলনী 2. A 
1. (а) Wamaq দেশে fip) = = x2 ty এর সমাণকতলের স্বরুপ 
নির্ণয় কর। উঃ ( একটি 49) 
(b) ন্রিমান্নক দেশে f (p) = x° + У +2? এর সমাঙকতলের স্বরূপ 
নির্ণয় কর। উঃ ( একটি গোলক ) 


(с) famas দেশে (i) /(০) ) = xy, 
(Hi) f (p) ) = sinA , ‚та 
উঃ ( (i) 


(ш) 


(11) f (p) = x2 + у#—®% 
সমাওকতলের স্বরূপ ыс কর। 
পরব আয়তবেলন, ( (ii) ঘূর্ণনজাত আঁধবাত্তকঃ 


A ভেইরের উপর লম্ব-সমতল।) 
22. নিম্ালাত ক্ষেত্র দিক্‌-অন্তরকলজ নিণ'য় কর । 


О (11,1) Reg, йуу Kaq দিকে y = x y Z 


এর জন্য উঃ (1, 71, এবং У3) 
(ü) (1, —2, —1) ) Rage 21 ол এর দিকে ৮ = x° 
+ 4xz এর জন্য 


ШЖ кз, 14815 


দিকে ৮ ла ys } 
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ЕШМ = а y A এর জনা, বিদ্দুতে 


214) — К এর দিকে দিক-অন্তরকলজ qam কর। এ অপেক্ষকের জন্য 
(1, 1, — 1) বিন্দুতে কোন দিকে দিক্-অন্তরকলজ গরিষ্ঠ ? তার মান কত? 
ЕЕРЕЕ 
4. নিয়ালাখত অপেক্ষকগুনলির জন্য (— 1, 1, 1) বিদ্দুতে লম্ব-অন্তরকলজ 
(normal-derivatives) faqa কর। 
(1) xy + yz + zx, (й) 5 xyz. 
উঃ (0) 2, Gi) 4/8) 
5. (1,2, 5) বিন্দুতে এ = x: + y° ঘূর্ণনজাত-অধিব্ত্তক এর তলের 
উপর লম্বের দিকে একক ভে্টর নিণ'র কর। 


উঃ (2৮4-477%)/ V2) 


_б. хуг = 4 এই বক্রতলের উপর (1, 2, 2) বিন্দুতে সপর্শ'তল এবং 
আভিলদ্বের সমীকরণ баа কর 1 


৮6 ৪12 Lae ee T= go 
উঃ (2х+›+: 6: == ভি 
7. (2, — 1, 2) বিন্দুতে, x° 4+ ৮২+ Z: = 9, z m= x? -Ь у#— 3- 


এই বরুতলঘয়ের অন্তভ:'্ত কোন নির্ণয় FA l 
উঃ (cos 8 / (35/57)) 


8. প্রমাণ কর যে 22 )° = 1, Z= x+y এই বরুরেখাটি 
2% + 2xy = 1 এই বরুতলকে কোন বিন্দুতে লদ্বভাবে ছেদ করে 1 

9°, y зуу হলে, (1, = 2, — 1) বিন্দুতে grad v কত? 

SE 20 СО 

10. a дїй ар ভেক্টর, т যদি যে কোন বিন্দুর অবস্থান ভেষ্টর এবং যদি 


"= | 1 | হয়, তবে প্রমাণ কর যে 
(i) grad (a.r) = 2, 
(ü) grad | ax T| ”=n] a xT |0 ax (r x a), 
1 3 (а ০75712121৮1] ° 
(Шш) а. grad (a. sraa 7) = 79 
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A 
11. নিয়ালাখত ক্ষেত্রে тай v নির্ণয় কর, যখন r =x 1 4- yj + 211 
@ ৮৮, шуу = ps 
উঃ ( (ü) = (ii) лт?” r) 
12. যা, и = x22 151” এবং у = 22y— xy? হয়, তবে 
(1, 0, —2) বিন্দতে grad (u + v) এবং grad (uv) এর মান নির্ণয় 24! 


উঃ (арор; _ 80. 


12, vle ১৮ 2) = нат সমাঙ্কতলের Р(х, y, 2) বিন্দুতে 


ӘПБ একক tsa ৫ এর জনা, чїй О বন্দ:টি; е এর দিকে এমন বিদ্দ; হয় 


যাতে |РО|=® 


dy A y 
ds ° যেখানে « এর দিকে 'দিক-.ন্তরকলজ 2 তবে প্রমাণ 


কর যে Q, «918 গোলকের উপর অবান্থত ; এবং এই গ্লোলকটি » (022) 
СШ সমাতকতলের সাথে Р বিন্দুতে স্পর্শ жа! 


14. afa = 2x2 f зу: xk এবং v= 22 38) হয়। 


তবে (АЈ ০1১1) 'বিদ্দুতে (a) a. grad v, (b) a x grad v এর গান 
নির্ণয় কর। 


উঃ ((a) 5p у =л/—/—1Ё) 


15. কোন উপবান্তের А এবং В দুইটি নাভি, P  উপবৃত্তের উপর দে 
কোন একটি বন্দ; 1 Сея পদ্ধাততে প্রমাণ কর যে AP এবং РВ 879091 
Р 9,05 স্পর্শকের সঙ্গে সমান কোণ উৎপন্ন করে। 


28 req Ue অপেক্ষক আগেই আমরা জেনোছ, একা ভেক্টর ЭС 7 
f যাঁদ কোন দেশের ТЇЙ অঞ্চলের মধ্যে প্রাতাট বিশ্ব তানের উপর নির্ভর 
করে, তবে £কে Q অঞ্চলের মধ্যে ভেষ্টর বন্দ: অপেক্ষক বলা হয়! আমর 
দেখোঁছ › যদি একটি স্কেলার Tasa; অপেক্ষক হয়, Pus ॥ অবশ্যই একটি ভে 
ধার মান ও দিক যে বিন্দুতে grad y নেওয়া হয়েছে তার উপর নি 
করে। স্বভাবতই কোন স্কেলার বিন্দু অপেক্ষকের নাত ( gradient ) এক 
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ভে্টর বিন্দু অপেক্ষক। আগের আলোচনাতেই আমরা ভের eq অপেক্ষকের 
কয়েকটি উদাহরণ 'দিয়েছি। 


স্কেলার বিন্দু অপেক্ষকের মতই ভেক্টর বিন্দু অপেক্ষক f (৮) একমাণ bas 
с অপেক্ষক হবে, যাঁদ প্রাতাঁটি বিন্দু P তে f এর একটিমাত্র মান ও দক থাকে। 

P) ভেক্টর বিদ্দু অপেক্ষকাঁট P বিন্দুতে সন্তত হবে, যাঁদ যে কোন প্রদত্ত ক্ষুদ্র 
সংখ্যা є এর জন্য অপর একটি Ын সংখ্যা 8 পেতে পারি যাতে f. 
— f (q) | < є হবে, যখন ৭ বন্দ:টি p কেন্দ্ৰ এবং 5 ব্যাসাদ্ধ* বিশিষ্ট কোন 
গোলকের অভ্যন্তরে অবস্থিত হবে বা | ॥2| <Š হবে। স্কেলার Tam; 
অপেক্ষকের মতই себя বিন্দু অপেক্ষকের অন্তরকলজের সংজ্ঞা দেওয়া যেতে পারে। 
কোন aiae ক্ষেত্রে o e r কাছাকাছি দুইটি Ber, যেখানে £ ৮) এবং 
1 (২), сәда অপেক্ষক। এখন Q বিন্দ:টি p থেকে, একটি নি্্দিণ্ট РО এর 
দিকে AS ( = Po দূরত্বে থেকে ক্রমশঃ Р এর দিকে অগ্রসর হলে, যাঁদ 


lm £f fi , 
হত «= Р) এই সামার আন্তিত্ব থাকে তবে তাকে, P বিন্দুতে 


PQ এর s: f ভেক্টর অপেক্ষকের s এর সাপেক্ষে, 877 বলে এবং 

af of 
একে এ এভাবে প্রকাশ করা হয়। স্বাভাবিক ভাবেই ৮ + 8), 82 
এরা হল (x,y,z) Was Га যথাক্রমে x y, ইউ দি 
কলজ। 


যাঁদ As = pQ এর কোসাইন-ীদগাঙ্ক সমূহ (hens n) হয়, তবে আমরা 
পাই 


асо AAO EN 21 
As о СФ ОУ д: 


о, Ee) 
ramien (a J КЁ: 
= (е. 7) fl 
£ 9 বগা, ₹(%.ড)1 উপরের 
যেখানে £ হল As এর দিকে একক ভেক্টর । অর্থাৎ ду 
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^ £ 
আলোচনা থেকে বলা যায় যে (е. V ) এই প্রকারকটি যাঁদ ভেক্টর অপেক্ষক 


অথবা স্কেলার অপেক্ষক v এর উপর প্রয়োগ কার তবে যথাক্রমে f বা ” এর, ৫ এর 
দিকে দিক্ন্অন্তরকলজ পাওয়া 319 1 


স্কলার 'দিকৃ-অন্তরকলজের মতই соза অপেক্ষকের ক্ষেত্রেও আমরা 4084 
সাধারণ 38 লিখতে পার যেমন 
RON д" dz 

ds д> ds 


à 91 
4 26 
T а A, d. 


29 ভেক্টর বিন্দু অপেক্ষকের ডাইভারজেন্স ও কার্ল বা 919% 


(Divergence and curi of a vector point function) 
5, 
কোন ভেঙ্টর বিন্দু অপেক্ষক г এর জন্য, কোন বিন্দু P (x, p 2) ০ 


01 agf A дї বং 
“ах К? арі 6.5. এই রাশিটিকে £(P) এর ডাইভারজেন্স এ 
дж 277) 81 A Bf i 1 
Ñ ЗАНЕ x 01 একে 1(P) এর тә ат আবর্ত বলা হয় 


এদের «Та div ғ এবং curl f লেখা হয়। - 
ЖЯ ЧӨЛ“ আলোচনায় আমরা ৬ প্রকারকের জন্য দেখোঁছ 


grad үшүр ОУ 9) 


— y 5 j. д” 
2৮48১1682৯৮ যেখানে 
= o ১9 K 
Mak ду КЁ осі অনুরূপ ভাবে amma M 
আরো তিনটি প্রকারকের অবতারণা করাঁছ, যেমন 
y5 = 1.59 +/.-9 ক 
ЛОВУ т 
A 
Тый ске 
° 9 й 
2 E 92 ә? m 
y У. дзі Ч oR De (এসব 
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ড কে একই সঙ্গে প্রকারক এবং TOFT নেওয়া হয়। এই প্রকারকগ্াল গাঁণতের 
বিভিন্ন শাখায় বহুল ব্যবহৃত) 
ээ: E (EET 9,112) ТГУ 
бё, ডা .£ š; ax + J. 5) i К. 82 i 


AEE Ө” "кх TOE AQ EAER 
V x r= [i x চি x g, Е 2]1-9811 
এছাড় ডি রহ ং 
ছাড়াও узг = (& শি Alt এবং 
ছি 9৮288 КЕЙ 
уу = (& тра 2) › কে যথাক্রমে ল্যাপলাসিয় 
এবং ল্যাগলাসয় v বলা হয় 1 ° 


যদি £ = 4 ЕЛА + É f, হয়, তবে 
div f = 3 9 56176) 9 18 
y va (аЛа 2) AHIA ГА) 


78827 
ту ж) 7787 92 
এব: í ТЕ, ы N CHIN FPN Ж >J 
tk curl f = ডা x f (45 2৯78 I 


(1770 478) 


| সি... 
779 9. 19 
ах әу д2 
па а о 
б ভেক্টর ; div f একটি 


উপরের সংজ্ঞা থেকে আমরা 45405 পারি? grad v একা 
স্কেলার : curl f একটি ভেক্টর ; ল্যাপলাসিয় £ একটি ভেষ্টর এবং ল্যাগলাপয় 


Y একাঁট স্কলার? : f 
v ат এমন একটি স্কেলার বন্দ; অপেক্ষক হয় থা УУ 0 এর সমাধান, 
৪:৮1. ৮ = 0 এই সমীকরণকে ল্যাপল্যাসয় 


টি МА + LE = 


КЫ 
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সমীকরণ বলা হয় এবং » কে বলা হয় হারমোনিক бр? (harmonic 


function), এক্ষেত্রে মনে রাখতে হবে যে v অবশ্যই একটি (эдеп অপেক্ষক 
এবং үу = V .V v = div. grad у. 


কিন্তু অনুরূপ একটি সদ্পক V: f = 0 এর ক্ষেত্রে, এখানে যেহেতু Г একটি 
ভেক্টর । ডথ V (ড়. = grad div f. 


একটি tosa অপেক্ষক f যাঁদ div f = 0 এই সমীকরণের সমাধান হয় তবে 
£কে বলা হবে সলিনয়েডল (solenoidal) বা অপরপক্ষে f যাঁদ curl f = 0 


এই সমীকরণের সমাধান হয় তবে !কে বলা হবে অনাবর্ত (irrotational) 
ভেক্টর । š 


210 প্রতিপাদ্য : divf এবং curl f অক্ষ নিরপেক্ষ | 


প্রমাণ £ মনে কার 77 Ú 


যথাক্রমে, সমমূলাবন্দ;ঃগামণী অপর 'তিনাট 
RR লদ্ব কাতিয় অক্ষ X” Y’, 


Z এর দিকে একক ভেক্টর | প্রচলিত অক্ষ 
SN সানি এই তিনটি অক্ষের দিকে কোসাইন-দিগাঙ্কগণলি 
যথাক্রমে (1, ть пу); (l 


2: Тз, 75) এবং (18১ Ma, na) 1 
A 
সুতরাং i’= 71, + jm, + Én, ; = il, F jm, + Rna ; 


^ A 
(৪ il Limata এক্ষেত্রে কোন বিন্দ; Р এর р X, ү, Z 
এবং X”, Ү', 27 REAA সাপেক্ষে যথাক্রমে (x, x, z) এবং (৯) Уу 21 


: 28 A, дї A, 
৯১ у", 2' এর সাপেক্ষে, div £ = f, 2E 848 


ax’ 
f 
আবার, SL. হল, 2 অক্ষের {и £ এর 'দিক্‌-অন্তরকলজ সংত্রাং 
ә _, д of дї 
৮:০৮ 
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| 


х дї af af 91, এব 
অনদরূপভাবে_ эу = 12 эх г a 3y + n: д2? š 


Әб _ ә, д1 

৪৮7৮ mG, Tn 92! 
, г гы e A, дї А, дї x д! 
অতএব, х”, у 2 সাপেক্ষে div f = i “ө Т? - 871 +k. 2 


^ f f af 
= (il, -- m, + km) š (" с. 4+ т 2, + n, 2) 
টার A дї 
+ (I L, + j m, + kn). (72 + ms a +12 792 
^ ^ ^ { f ari) 
+ (iL + jm + kn). ( А Си + ms 95 + ns z 
A A 
= [i (I: + 1⁄2 + 12) +j (ат + та + тз) 
аг k (Ln, + lang + I n,)] - a =p [i thms + m; + L,ms) 
457 2 2 2 kK FEAT КУО 
j (m? + m? + ms ) + k (mn 2112 0710 9) 
+ (Ёш 4-1, + 1л) + (тит + mats + ти) 
^ f 
+ k (n +n? + 732)] , 2i 
ога 0.5 = x, Y, 7 অঙ্গের সাপেক্ষে div t. 


অথাৎ, div f একাঁট স্কেলার এবং অক্ষ নিরপেক্ষ 1 


অনুরূপ পদ্ধাততে দেখান যায় যে, curl f (58410 অক্ষ নিরগেক্ষ। 
< 
পদে প্রমাণিত যে, grad ভেক্টর অক্ষ নিরপেক্ষ | 
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211 ভাইভারজেন্দ ও কালএর দৃষ্টান্ত : 
(а) ভাইভারজেন্সের দাট্টান্ত s 


মনে কর কোন গাঁতশল তরলের বেগ q ভেষ্টর বিদ্দ; দ্বারা স:চিত হয়! 
P (x, y, 2) এ তরলের ভিতরের একটি বন্দ, তরলের ভিতরে একটি যা 
তলক BCDAB'C'D' এর tpg বিদ্দ;। এই যড়তলকের বাহাল òx, 
ду, 82 যথাক্রমে ST অক্ষ х, y, z এর সমান্তরাল (16211). 


আমরা লিখতে পাঁর а= + i, 4 Rg 


মনে করি ABCD তলা, XOY তলের সমান্তরাল। 


সুতরাং এই 
উপর যে কোন একটি বিন্দুতে এ, এর মান е 


‚ 2 — 12) = — 4 24 
7, (х, У 2) = qs (x, ),z) — + 22 62 + 8z এর উচ্চতর 


কমের পর্দ সমহ। 
তল দিয়ে, €/ সময়ে 
ABCD যতটা তরল প্রবেশ করে তার পাঁরমান_. 


VE 
1. 2 ৪০) 8х 8у 87 এবং এঈভাবে 48109 তল দিয়ে 


Pla 
তরল নির্গত হয় তার পরিমান. [q рр до, š ) 


5/ সময়ে যতটা : ү 
খানে p হল তরলের ঘনত্ব যা 9,49 ধরে নেওয়া ইচ্ছে। TOR 


5x ôy St এ 
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XOY তলের সমান্তরাল তলে 5 সময়ে মোট যতটা তরল নির্গত হয় তার 
পারমান হবে। 


ðq 
[o(a + $ ова) = (а =} 5 


= р 213 8х 8у д2 8/1 


х) 8х бу 81 


š অনুরূপভাবে, XOZ এবং YOZ এর সমান্তরাল ANTA এবং q এর অন্য 
পাংশায় নিলে ; ষড়তলকের থেকে মোট যতটা তরল д! সময়ে নির্গত হয় 
তার ARNT হবে। 


ôn д4 99 
? (5 | ЕТ + n] ох дугай 


= р (div а) 8x 8y 8z 61 = р (іу q) бу бї. 
যেখানে ôv = বড়তলকের আয়তন = Ôx 8у82 ! 
স:তরাং Р বিন্দুতে একক সময়ে একক আয়তনের ভিতর থেকে যতটা তরল 


শিগ'ত হয় তার পাঁরমান 


lim. p (div a) 6 ôt 
ôv —> 0 ôv ôt = рау! 
ôt 0 


(В) কালের দৃষ্টান্ত 
মনেকাঁর কোন туу বস্তু, 2 অক্ষের চার পাশে, @ সমকৌণিক বেগ ঘুরছে 1 
এখানে o একটি ধ্রুবক СӘ যার দিক Z অক্ষ বরাবর এবং যার মান ধনবক 


(০) । яд; আমরা লিখতে পাঁর o = ek 1 বস্তুর ভিতরে কোন বিন্দু 
P এর অবস্থান-ভেষ্টর r হলে, 
P বিন্দুর বেগ (ШЕЕ ৪75 11) 4:12) 


= — 057 xoji 
সৃতরাং curlv = curl (০৯ r) 52128 291 
বা а = curly, অৰ্থাৎ P বিন্দুর বেগের আবর্ত বা curl হল কোঁণক 
বেগের Тавра । দেখা গেল যে আবর্ত (224: কোঁণক বেগের বা ঘূর্ণনের সঙ্গে 


Теге | 


(6) 
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cafea, ডাইভারঞ্জেন্স ও কাল” সংক্রান্ত সূত্রাবলী : 
V (435) = уку 

বা grad (u + у) = grad u + grad у 
УЕ) =V .f+ v.g 

বা div (635 ৪) = div f + div g 

`7 х (Ев) = V xf-+ Ç xg 

বা curl (f + g) = curl f + curl g 

У (иу) =иўу фууу 

বা grad (иу) = + grad y -+ y grad % 

У (f.g) = f x (у x g) 


+8 x (у x f) 
T+(f.V)g-F(g.V)f 
বা grad (f.g) = fx curl g +g x curl f 
+. V)g+ (g. y)f 
УБЕ ута 
+ (в. у) (f. уут 
বা টি (xs re তা 


Уха 
বা div (Ех g) 


| HEVE- (б.у) 
V xf) —f. (у x 8) 


= E-curlf — f, curl g 
ОУ РЕ Ру 
বা амат реу с 


পিউ 


বা сиг! (уг) = grad vx f -+ V curl f 
М: (Уу) = уу 
ат div (grad у) = V? y= 


ল্যাপলাসিয় v 
এবং V(V.f)= узг 


বা grad (div f) = Vf = ল্যাপলাসিয় f 

М X V v = ও বা curl (grad у) = 0 

V e xf)=0 বা div (curl f) = 0 

V X (у-х = у (У. узт 

বা curl (curl f) = grad (div f) — ল্যাপলাসিয় f 
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A A এ 
এবার r= x? yj zk, এবং r= r! МЕ + এ 


বিভিন্ন অপেক্ষকের উপর V এই প্রকারক প্রয়োগ করে কয়েকটি aqa উদ্লেখ 
করা যেতে পারে 1 


(14) 
(15 
(16) 


(17) 


(18) 
(19) 
(20) 
(21) 
(22) 
(23) 
(24) 
(25) 
(26) 
(27) 
(28) 
(29) 
(30) 


(31) 
(32) 


уф (и) = #' (и) Vu 


ДЕ = 
j 
Vr” = 7772 
ESAN 714 
v. (0) = z y A 


салате 2 div (mr) = (nl) r” 
২1117 
এবং div (2) =0 


У .ге 3 ч 
৮০৯10 (с একটি ধ্ৰুবক ভেষ্টর ) 
VAX т = 0 

Масе (с একটি ধ্রুবক ভেক্টর) 
У . (r x e) = 0 


V x (rX c) =—2c 
уз) = (0 90) 
Y?r” = n (n + 1) r” 

71৮ 
у" (৮) =° 
у? (mr) = n (n + 3) r*— r 
у? (иу) =u ৬১৮4৮5442৩4 


V . (Vu x Vv) = 0 
ভা. (%ড7)-% V?’ y + Vu. УУ 
V x шу у= Vu x Vv = — V X (v V t) 


V x (v V v) = 0 


উপরের япа প্রত্যেকাট প্রমাণ সাপেক্ষ 1 তবে এর কয়েকটি পর্বে 


আলোচিত 


হয়েছে। Tag; নীচে আলোচনা করা হচ্ছে। অবাশষ্ট অনুশীলনী 


হিসাবে রাখা হল। 


ভেষ্টর কলনবিদ্যা ও টেন্সর 


ames 3. М fg р, 


A ð 4 
эх (0—8) +] x a @—в)+Ё x (7 g) 


(সংজ্ঞানুসারে ) 


১727 VE Е (প্রমাণিত) 


[বিঃ দ্রঃ_ এখানে এবং এর পরেও বিভিন্ন 
অর্থ হল, অনুরূপ /ও Ë সদ্বালত ত еба 
সচ্পর্ক 1 এবং 2 নং 3 নং 
4, 


প্রমাণে 2 ;.... এই চিহ্ের 
যোগ করতে হবে। ] 

অনদ্রুপে প্রমাণ করা যায় 1 

У (00) =иуу ууц 
বামপক্ষ = V (иу = 2} 2 


II 


} ду „ди 
uzi э +৮228% 


= чуурат а (প্রমাণিত ) 


TEX(V x f. 
+((.V)8 + (g. V) f 
^ д 
=i эх Ч-®) 


)(1.55 25) 
zif ygt 


5 V (f. 8) = fx (V x g) 


বামপক্ষ = у (f.g) 


; ০) 
= zr. 25 4 


কিন্তু আমরা পাই, 1 ২ (2 28) = (+: 5 h 


9১৮ ° 
যেহেতু ах (bx ০) = (a.c) b — (а, «Бус 
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ОУ» уб. ৪4208. 25 
з F ^ д A f 
টার 
= f x (Ç x g) + g x(V еу 
= ডানপক্ষ (প্রমাণিত) 


6. ух (хв) = г(у. 8) – (7.0) +(g.V)f—(f.V)8 


বামপক্ষ у x (f xg) = 2х Z (1৮5) 


= (y .g)f— (у. 08 (8 :у) 7 —f.V))8 
= ভানপক্ষ (প্রমাণিত ) 
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ভেক্টর কলনবিদ্যা ও tòa 
7% V .(f xg) =g.(Ç Xf) —f.(Ç 
বামপক্ষ 


x g) 


l 
4 
T 
х 
о n 
-= | 
м 
| 
T 
x 
n 


`Ë = ভানপক্ষ (প্রমাণিত) 
V vX f + v(Ç x f) 


বামপক্ষ = V x (vf) = 2}, ৪ 
А ах (৮2 


9. V x (yf) = 


хуз 
"= ল্যাপলাসিয় । 

ডান 

11. Curl grad v = V x V v = পক্ষ (প্রমাণিত) 

A 
пит = V * 154 (У гә» 
9 ə ২) 
АА 

=X xi + 2৮৮ 


অবকল প্রকারক 


-( Әр = азу ) Ж ( ду ШШ «дй 
дуд 928) д:дХ 862 


( ду 92) 


)/ 


A 
əxə = k=0 (প্ৰমাণিত ) 


অনঃরুপভাবে 12. div (curl f) = 0 


13. V x (V xf) = V (V t) у? 


ধামপক্ষ = V x (V x f) চু іх (ড xf) 


f 
=i (> ОЯСЫ +Ё х9 


| 
lI 
== 
~ 
~ 
и р: 
| 
z|% 
| 
< 
~.» 

| 
~> 
~> 
v|% 
S|% 
e| m= 
>. asya 


(05) 7 Ыз 
48 1655) k= (1:0) 52 
- y [02 p (857 
t (? টি k } ч নি 
বিন্তু দেখা যাচ্ছে 
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96 


ভেষ্টর কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 


অতএব VXV XÜ = у (у.о = 


) 
= УХУ. — у? f ভামপক্ষ (প্রমাণিত 
14. у ф(и) ৯% (иу н 


А ^ д л, 
ЧЯ? = > 1 тг У іф (ш) 2 


= ' (u) Y: А дч ' (и) Vu= ডানগক্ষ (প্রমাণিত ) 
г 
15; ড় ৮ = — 
WA = ড 73 


২1৯০০ Уб varr EA 


| ° 
Этика? эх (৬ +y + 22) 


1 A r 
z 15-92% ৯৯ L хь 
У y 2x F ix = 


= ভানপক্ষ (প্রমাণিত ) 
16. y rm = nra р 
14 নং এবং 15 নং এর সাহায্যে 
বামপক্ষ = ত гт = (৮%) ড় r = ৮72 == п т=з р. 

- ভানপক্ষ (প্রমাণিত ) 


82745 
17 у. (#2 r) ক 1462) 


wm (54212) 


টি Фо) (х. yj 9} 
1:18 117 
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зе 


ÁY se вни 


39100) 8001০৮45512 фела? TL 
F ৪৯ + )+ (© +22) 


= 2% ПШ: г 
— - নত নদ 024 (D) = ডানপক্ষ (প্রমাণিত ) 


7 
স্পন্টতঃ দেখা যাচ্ছে div (т?т) = div (= ) 
= L এ (анн) — htm 
= (n+ 3) r” 


এবং div (7) =o যেহেতু ae n = = 3 


24. ড%(৮ = 40) + 26 201 


বায়পক্ষ = узе БРИ IH 
= Va ф' (r) О, 
কিন্ডু আমরা জান у. (7 01৮: f) + f. (V) 
: (m) 
সাং уз ду =v. 50016 0 (у) + r.V гет) 
Й —_ (г) 
zau ҮҮ. | ALE 54: yr 


যেহেতু V.r=3 


= 


98 ভেক্টর কলনাঁবদ্যা ও টেন্সর 


০৮4৮1৮00750) 
p r 


f! r 


350) 4. [Ф”() gepre 
дыл А T 


72 7 


=3Ф 0) „ [#”(0) % (туут 
r +Í TN 32 '} r 


— 3Ф (r) 
TE 


рр 40) 


О 2 % (r) = ভানপক্ষ (প্রমাণিত) 


27. ху? (7х) = п (п + 3) r”-2 y 
বামপক্ষ = Уа (nr) = Ç (V. nr) = у (mV.r +r. y r 
У [зн т.п কা = V (3⁄2 4 пг" рг) 
r 
У (8 + nn) = Y ((n + 3) r") 


== (n + 3) пт-1 ডা r = (n + 3) nma L 


(n + 3) 717? r = ডানপক্ষ (প্রমাণিত ) 


28. у? (uy) = изу уузи ц 27и. уу 


বামপক্ষ = V? (৮৮) = V ¿(V му) = V (aS vt Vu} 


= V ১৫ V v) + V . (v S t) 


У Уат 
s 07152821428 w E Vas 


= иу? y 4- POVERE SEV UE уу = ডান' 
“পক্ষ (প্রমাণিত) 


টির অহ 
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29. V. (V u xV” = 0 


বামপক্ষ = V (V u ху” 
уу. (xu — Vu. ХУ?) 


=0—0=0 প্রমাঁণত 
কারণ আমরা জান V xV u У xV v =0 


213 উদাহরণমালা! 
1. প্রঃ যাঁদ f= xu s зу? j + хушЁ হয় তবে (1, —1,1) 
বিন্দুতে div f এবং curl f এর মান 1999 কর। 


উঃ এক্ষেত্রে £ = এত 7 2)52271 ৯2 zk 


of 


di SINE 
v f= Zi: 


, (৯2212525147 ৯9521), 


১94 z Ф 2) pê 2 
= зх (2) AE (= 27° zt) 4854 z) 


= 2xz — 6y2 2° + ху? 


সুতরাং (1, —1, 1) e div {এর মান = 2411 — 6. .(=1)* (1% 


т Ес e = 


^ ^ ^ 

| i 7 k 

| 9 0 9 
curl tf = > i x ৫. 0% Эу га 
| x° z —2у# xyz 


= 1 (2xyz 44১2) =z = x) +k (—0 —0) 


100 ভেক্টর কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 
সুতরাং (1,—1, 1) বিন্দুতে curl f এর মান 

= ?(—2—4) 721) 7 

প্রঃ 2. w = (৮7 2y + az) 1 Hib — 3y.— iz) 
+ (4x + cy + 22) É 
এই ভেক্টরাট অনাবন্ত হলে а, b, c এর মান নির্ণয় কর। 
উঃ “= 29-а) х зу 2) À 
+ (4х -4- су + 22) £ 

т = একটি অনাবর্ত сәда হলে V ху=0 


i 7 Ë | 
বা {д ৪. д | =0 
дх ду əz 


x+2y--az bx—3y—z 4x-L-cy-F2z 


A A A 
ধা 11201501428 (дш оу. р, যেহেতু 1, j К 
পরস্পর অনধান (independent), অতএব 
с+1=0; 4—a=0; ৮-2৯০ 
বা а=4; b=2; c=+—1 


923. u = x2 уза 42 হলে দেখাও V*u = 0, 


উঃ «Ини x2— 45, яә 


2 2 ә? 
ун (উল + B+ এ 


» (2 + LE + =) (сие) | 


әх? ду 
=2—2--0=0 (প্ৰমাণিত) 
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4. r= ৯74-৯} 4 2k এবং ও একটি was ভেউর ছলে 


প্রমান কর (i) diyr=3; dive =0 
(ii) curlr =0; curl c = 0 


curl (r X e) = — 26 


(iii) div (ехе) =0; 
/4- z É, মনে কার ¿= eL it cot cask 


প্রমান : r=xit+y 
যেহেতু c একটি gaT ভেক্টর с. б» Cs ае রাশ l 
ч ; 1557 ү 0 ` у] zk 
0 dive =Z i GF 2: 21775, ) 
150 Доу 8 
dive = Zi ozi B сй а] о. 
= 901 Е? 
= Y Э У 0= 0 
(fi) ০৪] r ৬183 ১৮1 дь œt yit zk) 
әх әх 
A A A A A A 
7718) Е|=1(0—0) -+ 3 (0=0)4-k (0—0) 
57168722750 
әх ду 85| 
y A 


অনুরূপ ভাবে curl c = 0 
РЕВ A A A A A А 
(ii) r x c= (xf + У7+2Ю) < (e É cad + c ak) 


A 


k 


ч 


єз 


102 Себя কলনবিদ্যা ও টেঞ্গর 


=f (cay — oz) + ? (Giz — сух) + Ё (сх — суу) 


৮2 e) 


=) 2 CEA = 0= 


curl (xe) = zí x28 (+x) 


дх 
i ? k 
S ел ৪. ৪ | 
дх ду 92 
бзу—бХ cz—c,x -CsX—c,y | 


АУ EE 


— 2 (aR Caf L с!) = — 2০ প্রমানিত। 
প্রঃ 5. যাঁদ u= 3x2) ; 


у = £2 — 2y হয়, 
{ (grad u) . (grad у) } এর মান fa 


তখন grad 
9 কর 1 


@: и = 3x2y, v =x2 — 2), সুতরাং 


(а Sa 
s= v = 418 185) 13 
grad 147) һаа) (s=) 


= 6xy i + 3x2} 


ы» эта Оз 2xzÉ 
(grad и) • 71/51/4১04 
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= (xyi 30-21-2447 220) 
= 6xyz? — 6x? 


সুতরাং grad { (grad u) - grad y) = V (УЧ. J} 


(43 ^0. 2-0, +02) (৪০০-৪*) 


= (буза — 12x) Й 6x22) -+ 12xyz É 
প্রঃ 6. যাঁদ u= yz у =ху _ 3 হয়, তবে 


(a) V. [Vu x Vv]; (b) у x [Vu x NV] এর মান 
নির্ণয় কর। 


উঃ u= xyz, v = xy — 32 


"kisa Qm s k s 
3 ax রম д2 


= (2ху2) 1 + р GN 


অতএব Vu x Vy= (2xyz i + xz) + xy k) 
87777 


A A A 
i j k 
PTE < Z x2 y 
y x — 62 


= (— 6x? z2? — x° y) 141 (х2)? + 12759) 


+ (2х2 yz — x? yz) È 
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V {Vu x Vy) = Sat š 


A 
(1622225 узу 


A 
+ (x2 уз p 12025) ў + (2x? yz — x? yz) k} 


ә | 2) 1. 0 (зуд) 
= (— 6x3 z2 xa у 2 2? 4-125)22) 4 БЕ (22 y. 
= [12522 — Зх у + 2x? y 12x2? + 22y] = 0 


A 


і ) k 
V х{уихуур = ৪. ৪ 2 
ax ду gk 

= 6x222__ узу, 22/27125055 . 5502 


1025 2402) Р (— 12x2; — 2xyz) ў 


2 A 
+ (2ху?°-1-12уг® 4. x3) K 
= (xz — 24xyz) j — (12х22 + 2xyz) j 


+ (x3 + 2xy? 4- 12yz3) k 


প্রঃ 1. যাঁদ ৫ একাঁট একক седа হয়, দেখাও 


(৪) (৮2751, (b) V % (0৮৮০) 


(9 У. (2х) ёро, (а) Ух (хт x) — o 


^ ^ А 
উঃ মনে কার e= ефе) ea К, এবং r= xXi+y/+ Ë 
সুতরাং ait 28৯ te? = 21২1, 


যেহেতু е একটি একক 
ভেক্টর ! 


(a) 


(b) 


(с) 
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V. ((e.r)e) 


^ A A A A л А 
= у. {061 ара оой) ৮1714251006) 


^ A A 
у.{ех+ 2০501 ell 


= 21.28. (a Ë+ + ай (a x + 27 2) 


х2. es (e, x + ex y + 632) 

= е? + е2 + е? = t 

у x е.в) 2) 

= 7 X (ex tart ад (a f + eJ + е, 0) 

= Zi x 206৯ + ay + es 2) (0а) +903 
= fe, (єз ез — ©з ё) +je, (65 ৫8 — © ез) 


- k es (ее — 6s 61) 
- ০ 


у .((ех p) xiy =y (lT ef + e É) 
x (i+ yj + 2} хе 


к= лү (ү? ey) í + (esx — 2.2) 
(еу — es x) k) x (eË + е.) + ea k) 


=й 0, [Ë (es (esx — e z) — es (ey — eax) } 


ы) {е (еу — езх) — es (682 — 6s y) 


J k (aÚ (eaz — еу) — 6 (eax — 62001 
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ভেষ্টর কলনাবিদ্যা ও টেঞ্সর 
= (00) чыга ёз?) + (ез ег) 
= 2 (e° + e? -+ e3) = 2 
(9 у х {(ехг) 2) 
= Zi x 2. 052255৬4552) 


791 (ey — e, x) — e; (ez — e, y) } 
сЕ К íe, (е2 — e, y) — e, (e, x — е,2)}] 
280 Ez 2৪722 ৪2) 


০০৭০০ 


lI 


Р 1 
প্রঃ 8. দেখাও মা) ল্যাপলাসিয় সমীকরণের একটি সমাধান । এর 
থেকে V x Ë 


=) এর মান নিণণ্র жа! 


উঃ “нл ras 0) 505 = = lr] = (харуз 4 2% 


д (z) Ару 
Әх ғ (ха + y2 р z) 

ә? ( 1 যুব 3x2 4 1 
дх°\, (ха y2 + 2з) (x2 + уз +22) 

s а (5 ) Ж! Зуз 
অনদ্র,পভাবে д“ (৮ (ха уз ц. 23) 
1 
23 aad 
(x + y? ++ 23)? 
e 

itl 322 5 1 

(7) 


=== ш 
G +y? 1 295 Н 
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অবকল প্রকারক 
A.A p 1 2 2 62 l 
. সুতরাং У? (+ = (= + 2. +) (7) 


3x + y: + 2°) 3 


5 
(২7927 29; (++ 


3 
РЭЫ 


3 3 


я r з 

Gq trta 
= 01 

আবার V х (>) = Ç x (xÍ + y) +z) (2 x 
ড় (х24-у2 + 23) 3y х (xi + yi + zk) 

toyta {у х(хї + 4) 

[যেহেতু V x (и) = Vu x f +u V xf] 
2 { у! (০7৮ H am} x (৭7971 

+ (x? +y? + z2)”1 хо 

oxi yjz) * (৮7974 20 = 0 


= P+ ТЕЗЕП 
যেহেতু a x a = 0 


প্রঃ 9. дїй, 4, %, o তিনাট 199, অপেক্ষক হয় এবং uy = V০ হয় 
প্রমান কর v . curl У = 01 


উঃ দেওয়া আছে uv = Ve, বা curl (uv) = curl (Vo) = 
curl grad o = 0 96 (gradu) x v + u curl v = 0 


উভয় পক্ষে У এর দ্বারা স্কেলার NA করে ; 


у.{ grad и) х y) + и (у .сшіу) = 0 
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У. шаби хр ңы grid u 0 


সদ্তরাং и (v. curl ў) = 0 


ИШ? 1 £0, у.сш1у=0 
(প্রমাণিত ) 


এঃ 10. LER H=0;y xg= — 2 


V x H= ৪ ә. হয়, দেখাও যে Е এবং Н; уг 01 এই সমীকরণের 


সমাধান । 
T] EP 
উঃ দেওয়া আছে V-: চ = 0; ШУ B= буу к SEES 
дЕ 
тота «и. লাই V x (V x E) = Ç X 
(- 2 ч 9 
ət J ` r (V XH) 


=— 19 / əEF дЕ 


(а) = — оз 


কিন্তু আমরা SV x (V X ку ov A vE 


= C VE যেহেতু V .E = 0 


সুতরাং = У?Е = 


?Е ФЕ 
৪7৮1 VE = 9 


ət? 


2 
Sama узн — P এই সম্পর্ক" aera করা аш 
অর্থাৎ E এবং H Ver ঠা এই সমীকরনের সমাধান। 


সঃ 11, ম্যান্য়েলের (Maxwell) সমীকরণ সমূহ নিয়ন + 


1 AF... дн... 
VRE у ыыр сс at * 
V.H = 0, V-E=4r7rpP; 


এক্ষেত্রে Р, (X, у, 2) এর ART с আলোকের গতিবেগ যা ধুবক। 
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প্রমান কর যে г=-у#--%›н=ухА এখানে $ 


ও А যথারুমে স্কেলার এবং ভেষ্টর বিভব ঘা নিয়নালাখত সমীকরণ সমুহের 
সমাধান ৷ 


1 ə _ 
0) У.А + p= 
1 2 
G) у°ф— = = 4тр 
Н Дд; 
(ii) УзА = চে চি 
— 1 3E 
উঃ দেওরা আছে V xH =. дг (a) 
є 1 дН 
NAST аа (b) 
V.H = (০) 
V.E=4np (d) 
1 дА 
আমাদের দেখাতে হবে E=-VÓ- әр O 
এবং H=V xA (f) байа 
1 
vA у #=о (в) 
2 
n E ш 
_ 1 аА i 
এবং ЎА = oj ü) 


(f) নং থেকে H এর মান (с) এবাঁসরে পাই 
үу.н=у.(у ХА) = [VVA]=0 


অর্থাৎ (Е) নং সম্পর্ক (c) নং সমীকরনের সমাধান 


আবার (f) নং থেকে Н এর মান (b) নং এ বায়ে পাই 
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1 
ড় ১৮ 1 = с Әг пс 9 (УХА) 
г бе) 
-v х (- + 9 
А 1 дА 
Е са )=% 25 
= কোন স্কেলার আপক্ষের নাতি। 


ভর 
বা সী sad $g = у, 


1 
বা জি যা (e) নং সমীকরণ, 


অথাৎ (е) নং সমীকরণ (b) নং সমীকরণের সমাধান 1 
(e) ও (f) নং থেকে Н এবং Е এর মান (a) নং সমীকরণে বসিয়ে পাই 


V X (V xA) + সেটি I тө+ 1 ঠ১)-০ 


\ - ২745 06 _ 0; 
q V (уд) – (узд a 28) +1726 


1 әд 
(É) নং থেকে আমরা পাই V'A- = চি. 


TEAR а Ж 


বা ৮8 


1 ৪ ° 
17০ টি = 0 যা (g) নং সমগকরণ,, 


অর্থ সমীকরণ সমূহ (8) ও (i) নং এর সাহায্যে সমাধান সম্ভব 
আবার (e) নং সমীকরণকে (с) নং এ বাঁসয়ে এবং (৪) নং সমীকরণের সাহাযো 


1 
আমরা পাই У. vé + 1 1 
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বা. vig- 1 0% = 4zp যা কিনা (O নং সমীকরণ । 


65912 
অনুশীলনী 2B 
1. (а) যাঁদ t= ৮5১ а তবে V . f এর মান নির্ণয় কর। 
জনতা] 
(b) afr f = xcos z í + y log x / 2° Ё হয়, তবে V.1 এর 
মান নির্ণয় কর। উঃ {cos z + log % 2z} 


2: যদ и = 3х? y ; у= xz? — 2y হয়, তবে grad {(grad u) 
` (grad у) } এর মান নির্ণয় কর। 


© ((6)2- 12x) i + (587: 12xyz O 
3. প্রমান কর у? (иу) = ну?» руи + 24? 
4. প্রমানকর у. (иу ৮--7 Vu) = иу? – руи 
5 f= (2х2 8xy 2) +. (xt — 3ху) j — (49220-00292) Ë 


হলে দেখাও যে 1 সোলেনইডল Соб নয়, কিন্তু F — xyz f একাটি 
সোলেনইডল ভেক্টর (solenoidal vector) বা div F = 0 ı 


6. afr f — x° Í + 2 + 2° হয়, তবে curl f এর মান її 
Фа! উঃ (0) 


7. af E EETEE 3xz° j + 2xyz k, g= 3x i+ 4zj— zyk 
এবং % = xyz তবে 'নয্নোন্ত রাশিসমুহের মান নির্ণয় কর 


(a) fx (уф) উঃ (= = 5x° yz ГИТ ху? 74 4028 É 
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A 
(0) Мху)ф উঠ (5205211১025) + 4xyz5 k) 
(9 (V xf) xg 


উঃ (= 16221 + (8502 — 12xz2) j + 32х2° k 


৫) 2.(ухо উঃ (= 24x? z + 4x72) 


8, যাঁদ r=xi+yj+ zk, r=|r|; а এবং b দুটি ধ্রুবক 
ভেষ্টর, % এবং Уб স্কেলার বিন্দ; অপেক্ষক হয়, প্রমান কর যে 
G) (а) V.(VuxVy) = 0; 
(9 V.(axr –0; 
(0) V х(ахт)=2а; 
(4) grad {(rxa) . (єх) } = (xr) xa (a xr) xb 
(ü) (а) diy rnr = (m3) m; 
(9 cul লহ 0; 
(৩) V (a.r) =2a; 
(d) curl (а. е) а) 0: 


(©) div (u grad у) = u Yey 4 (grad Ш). (grad v) 


9. যদি a একাট ধ্রুবক একক toba এবং í 


একটি ভেক্টর am; অপেক্ষক হর 
দেখাওযে V.f=a.l[V (f.a) — 


Ух (fxa)] 


a 
10. u, ৮ ক্কেলার বিদ্দ; তপেক্ষক, Ї একা сезд বন্দ; অপেক্ষক হণ 
দেখাও যে 


(а) V-(u V x f) =(V xf). (Vu) 
(b) curl (V u x Vy) = Vu (V.Vy) — Vv (V.Vu) 


+ (уу-у) Vu — (уну) V” 
(এ f. 70 = у || {хоу 


(9. ৬ (v х 2৯৮৫4 ড 4) 
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11. প্রমাণ কর যে "г (=хї+у/+ zk) এই ভেক্টরাঁট n এর যে 
কোন মানের জন্য অনাবর্ত (irrotational) {фер কেবলমাত п = — 3এর 
জন্য সোলেনইডল (solenoidal) I 


12. аўта, b ধ্রুবক ভেক্টর এবং ₹ = = £4] z হয প্রমাণ কর যে 


[নক p. v (= )) ет শন 


13. F дїй সোলেনয়ভল ভেক্টর হয়, দেখাও থে 
curl curl curl curl F = у“ Е. 


০৮৬০৪ (r) এই সনি প্রমাণ কর। এর থেকে 
দেখাও যে ауД) = 0 হয়, Л) = + а সেখানে с © 
ইচ্ছাধীন аф ৷ 

15. qia S(r) অবকল যোগ্য হয় দেখাও যে f (r) r একটি অনাবর ভে ! 

16. দেখাও са অক্ষসমূহের আবর্তন (rotation of axes) সাপেক্ষে 


(৪) V = * 0 = $ = = 
(b) ল্যাপলাঁসয় সংকারক V° ania ৷ 


Е (m: রা 1 
17. жек A EL ; | |; 


একটি অনাবর্ত сеа Е У এবং фа) =05 এ ৯0 হয়, 
$ এর মান নির্ণয় কর! j 
a 
উঃ (19 2) 
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18. (1,-2, 1) Terus 2052 = 3x + 22 এবং 3x? — у? + 2z= 
এই বক্ধতলদ্বয়েরমধ্যবতী* সক্ষ্নকোণের পাঁরমাণ AIA কর। 
উঃ (79555) 
19. u=x+y +z; v=X+) +m; w=x + 
72৮ এই স্কেলার Tema অপেক্ষক এর পরস্পর 'মাঁলতভাবে অপেক্ষক সম্পর্ক 
(functional relation) দ্বারা যুক্ত কিনা পরণক্ষা কর। 
©: (л; u — y — 2w = 0) 


(їе :— দেখাও যে u, v, W এর মধ্যে f (u, y, w) EA এইরূপ 
অপেক্ষক থাকার প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট শর্ত“ হল Уи. (уи х yw) = 01 
এরপর «19715 সিদ্ধ হয় কনা পরণক্ষা কর।) 


তৃতীয় অধ্যায় 
ভেক্টর সমাকল ও তার প্রয়োগ 


(Vector integral and its application) 


3.1 দৈর্ঘনির্ণয়যোগ্য 4190941 (Rectification of application) 
মনে কার С: r=r (t), a< t < % একাট সন্ভত 45191, যেখানে 
£এর প্রাতাট মানেয় জন্য ₹ (1) সন্ভত। এই Я99 жыйа বাভিন্ন М 


{ এর fafon মানের দ্বারা 'নী্দষ্ট হয় এক বিন্দুগীলর অবস্থান ভেক্টর г (t) t 

аг 
taa প্রাতাঁট মানের জন্য যাঁদ, ₹ (0) অন্তরকলনযোগ্য হয় এবং যদি 2 
সন্তত হয়, তবে বরুচাপাঁটকে নিয়ত-বরুচাপ (Regular arc) বলে 1 কয়েকাঁট 


নিয়ত-বকচাপ ক্রমান্বয়ে জোড়া লাগিয়ে যে বরুরেখা গঠিত হয় তাকে নিয়ত 
বরুরেখা (Regular curve) বলে । অর্থ, একটি নিয়ত-রেখায় কয়েকটি AAN 


সংখাক বন্দু থাকতে পারে যেখানে 4. সম্ভত ян! কোন 990941 উপর 
কোন বপ্দুর জন্য, যাঁদ এর একাধিক মান থাকে তবে সেই বিদ্দুকে বহু- 
зї; (mu'tiple point) বলা হয়। আমরা ধরে নেব মে, С 49519110 নিয়ত 
এবং চাপাটর ভিতরে কোন বহুবিন্দঃ ОЁ! অথাৎ, С বরুচাপাঁটর উপর, 
w ভিন্ন বিন্দুর জনা অন:সঙ্গী t এর দুটি ভিন্ন মনে আছে (тебе, (এর 
মানগহণীলর সাথে, C এর та উকক-সম্বন্ধ (опе one-correspon= 


dence) আছে। ) 

(t) একটি সন্তত বরুচাপ যার ভিতর কোন বহু 
বন্দ; নেই, এবং a < t < b এখন, / এর (141) সংখ্যক মান fo to oln 
নিয়ে (a, b) অন্তরালকে (৫০15 (ts fa) =e (27১৮) ЧЁ সংখ্যক উপ- 
অন্তরালে ভাগ করা হল যাতে a= t < h< tl কি <t, = bs8 10 
6, ..., 1 MARA অনঃসঙ্গী Po Py cc Pn Те জন্য 
PPL, Pi Pa oe, Pror Py সরলরেখাংশ নিয়ে তাদের দৈর্ঘেযর সাহায্যে, 


মনে কার, С: г=г 


মোট দৈর্ঘ্য = peg) = ₹ (01 নির্ণর করা হল। মনে কর 
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п о হলে, (ñ — tia) TRE সব্েচ্চি মান শূন্যের দিকে যায়, 
Чай max (i — fi) -৯ 01 এই sala n -> co হলে ае. এর নারদ 
কোন সসীম মান থাকে এবং এই সমা-মান যাঁদ (а, Б) বিস্তারের /-সংখ্যক 
বিভাজন পদ্ধতি, নিরপেক্ষ হয়, তবে С কে, দৈর্ঘ্য-নণ'য়যোগ্য-বরুচাগ 
(Rectifiacle arc) বলা হয়। 


দেখান যায় যে, কোন নিয়ত-ক্ররেখা সর্বদাই бе যোগ্য বরুরেখা । 

কোন Їй নির্ণ়যোগ্য amtata ক্ষেত্রে, t= ৭ থেকে, 1 = b পযন্ত, বর 
b 

চাপের দৈঘ্য হল s= і [ет | dil একাটি দৈৰ্ঘযনিণ‘রযোগ্য বরুরেখার 


সমীকরণ С: r= r (s) এইভাবে লেখা যায়, যেখানে С এর কোন নাট 
বন্দ থেকে, Р: (9) বন্দ: পথান্ত বন্কচাপের দৈর্ঘ্য হল s | 
32 রেখা! অমাকলন (Line Integration) : 
মনে কার একাট দৈ্ঘনিণ'যযোগ্য রেখা ৫: 
যার উপরের কোন fafa বিন্দ; থেকে, 
ÙT হল 5 এবং 5 এর প্রাতাট মানের 
ইল, $ এর একাঁট সন্তত, 
উপর যে কোন, P 


= r (5), দেওয়া আর্ছে 
যে কোন বিন্দু P (r) পৰ্যন্ত বরুচাগ 
অন্য = সন্তত। মনে করি £ (5) 
অস্তরকলনযোগ্য еЗ অপেক্ষক | 
(r) বিন্দুতে একক ses tebal হয়, তবে f. / গ্কেলার 
রাশিটি, $এর лаз অপেক্গক হবে, (= t= z) এবং f. ৮ হবে 
এ /বরাবর £এর উপাংশ। 

মনে কার, s= এ এবং $ = ৮, дирил, С রখোর উপর দুটি Ta 

АҹұВі =a থেকে, s = 0 


[ s £. এই স্ৰকেলার রাশিটির s এর 

নব সাপেক্ষে নিদ্দিষ্ট সমাকলকে (definite 

(5 integral), উ wana উপর, f এর 

রেখা সমাকল (line integral) বলা 

A হয় এবং { f. 5 এইভাবে লেখা 
চিত্র 3.1 7 


হয়। 


ভেক্টর সমাকল ও তার প্রয়োগ 117 


সমাকলনের সংজ্ঞানৃদারে লিখতে পার 


b ^ ў т A г 
৮০০ টা 28. tds (3.21) 
৬-৯০ i= 


এক্ষেত্রে, 55; হল, Че বরাবর, АВ এর উপর কতকগ:লে অংশ চাপ, 
f. ti হল 851 এর 1551 কোনাবিন্দ তে f এবং £ ভেই্টর-দ্বয়ের মান ÒS 
= шах ôs; এবং 85-70 হলে өӊ Ss — 0, n— ০০ হবে, 
এবং (3.2.1) এর সগমামানের আন্তত্ব s; ভাঙ্গন পদ্ধাতর উপর ধনভ'রশীল 
নয়। 


a d 
এখন, যেহেতু, С এর উপর কোন বিন্দু P তে সংপর্শক। = -qç 5 


যেখানে r হল P এর অবস্থান ভেক্টর ; ЖЭ dr =t dsi এই কারণে” 


b 
রেখা সমাকলকে অনেক সময় f. dr এইভাবে লেখা হয়। 
a 


b b A 
অথাৎ, Sf. ৮ = { £. 151 এসব ক্ষেত্রে, а, b অবশ্যই ও এর 
a a 
শ্রান্তকমান। 
эф [ еле dni 


৬৫ ы s=b 
রেখা সমাকলের দণ্টান্ত 2 আমরা জানি কোন কনা (particle) f বলের 
প্রভাবে কোন রেখা r = r (s) বরাবর গতিশীল হলে Q রেখার উপর {নকটবত্তাঁ 
দুটি Wa P থেকে Q বন্দু পর্যন্ত সরনের জন্য সাধিত কার্যে'র পাঁরমান হল 
এখন А (s = a) থেকে B (s = b) পযন্ত 
2.... n) এ ভাগ করলে 


f.6r; এক্ষেতে РО = дг! 
রেখাঁটকে ছোট ছোট п সংখ্যক চাপ yli = 1, 


্রত্যেকাঁট пен চাপে আমরা পাই Sri = (83, এখন А থেকে চ পর্যন্ত রেখা 
বরাবর সরণের জন্য সাধিত কার্য হল 


п ^ (2১ 
= Lt È 1১89 = V f.t ds 
ôs -> 0 1 а 


যেখানে 65 > বৃহত্তম Šsi এবং дг > TREN ду! 
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অর্থাৎ А থেকে B পর্যন্ত f বলের জন্য গাঁতশাল কণার উপর মোট সাধিত FAT 
হল, এ রেখা বরাবর £ এর রেখা ANGA | 
b A b ৭ 
J fx tds; | vids Зеу ক্ষেত্রে উপরের সংজ্ঞার 
а a 


মতই আমরা কোন রেখা বরাবর $= а থেকে S = b নিদ্দি্ট সমাকলের সংজ্ঞা 
দিতে পার। যেমন, ( পব্বেকার মত অন্যান্য সর্ত ATA ) 
b 


A s=b n A 
Í fx tds = j fxdr= Lt 2 f; X r; òsi 
a s=a ôs -> 0 1-1 
ôs > TZET 05; 

b =b 

j vids = V ydr = Lt S v; fi ds, 

а 5=4 $5 > 0 4=1 
3.3 উদাহরণ: 


@ L f= xyi + yz] + zx аде x=, y=f, z= t 
বর O রেখা হয়, তবে ৫৯ 8 এবং LLL inap IE এর 
с 
মান নির্ণয় কর 2 
উঃ এক্ষেত্রে x = 1, y = #, z = 8, এবং 


f. = ч, ^ ^ А А A 
TAHY] L zx k = ај + t“ K 


A А л 
r = xi-- уј zk, 


= (?+2]+ 3t? É) dt 


TON fdr = (৫2747571151) (i+ 2174 3e Ê) at 
= (t + 2t° + 3৫5) dt = (t3 + 519) dt 


2, [f.dr = g “Papan an 
{far [৮4994 = [+ RET 
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PE ди неи) въ বে উড মু у= 
রেখা বরাবর A (0, 0) থেকে в (1,1) পর্যন্ত { £ - dr এর মান ATA কর। 
2 : 


উঃ у з এই সমীকরণকে আমরা প্রাচালক আকারে (Parametric 
form) x = t, у = ££ এভাবে প্রকাশ করতে পারি! এক্ষেত্রে A (0,0) 
атро (= 0, এবং B (1, 1) їй г = 1, TON প্রদত্ত 


ар ^ 21187 Пар RO Te 
[521957815৮0 এবং ৮৯1729২1852 


সুতরাং dr = (+ 217 dt, 


অতএব f . dr = (Pf tj). (727) dt 
= (t? + 215) dt 
1 tz 2167 
সুতরাং j| f.dr = j (12 + 205) dt са "° 
5 0 
ер+=%® 


3.4 আবন্ধ সমীকল 4! জাকুটলেখন (circulation) : 

কোন দৈধ্যখীনর্ণয়যোগ্য বকুরেখা С: r=rí(s, a<s<b; 
এরজন্য, r (а) qç এবং г (6) দ্বন্দ: যাঁদ একই Tan, হয়, তবে বক্ররেখাটিকে 
зәрбә: r(a) =" (b) їл, I- 


বন্ধ-বরুরেখা (closed curve) বলে, 
বদ্ধ-বক্ররেখার উপর, f (s) ভেক্টরের রেখা 


রেখাটির একাঁটি адн, 1 একটি 
সমাকল নলে, তাকে £ এর আবদ্ধ" р 
সমাকল বা সার্কুলেশন (circulation) 
বলা হয়। যেমন (3.21) tema C 9 
বন্ধবরুরেখাঁটি হল £ C= АРВОА! š 
চ্মরণ রাখা দরকার যে, কোন বন্ধ" 
ৰৱরেখায়, যে কোন ভেক্টর { এর আবদ্ধ 
সমাকল адат শুন্য নয়! কখন 

A 
আবদ্ধারেথা সমাকল শুন্য হয় তা নীচের 


উপপাদ্য থেকে বোবা যাবে ! চিত্র (3.20) 
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3.5 উপপান্তেঃ কোন বন্ধ-ব্ধরেখায়, f ভেক্টরের আবদ্ধ সমাকল, শুন্য 
হবার প্রয়োজনীয় ও যথেষ্ট শর্ত হল £ ?কোন স্কেলার এর сабит? 
(gradient) ı 

প্রমাণ : মনে করি, বদ্ধরেখা & P B Q A (চিত্র 3.2) এ, কোন ভেষর 
f এর রেখা সমাকল শূন্য | এখন, সমাকলাঁট হল, АРВ রেখা বরাবর f এর 
দেখা সমাকল এবং B Q À বরাবর T এর রেখা সমাকলের সমষ্টি | সুতরাং ` 


1547 fir e = f.dr— { f.dr 
Ако, АРВ BQA 7 AQB 
=0 (প্রদত্ত ) 


রৈখা সমাকল এক্ষেত্রে APB ও A QB 


অর্থাৎ সেক্ষেত্রে সমাকলের মানটি 
এর বিজ্দ্‌ অপেক্ষক হবে I 
B 


М {drs vm, এখানে V একটি স্কেলার বিদ্দু অপেক্ষক, 
R 


মনে করি B এর নিকটবতণ R আর একটি বিন্দু t 
এবং BR = аг, 
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সুতরাং V (R)— V (B) = ү r.dr— Г f.dr 
A A 


R Re Ий, A 
=f t.dr = Í f. ds aps dr = ds ; ds খুব ছোট 
B B 


এবং С, BR এর দিকে একক ভেষটর l 
Lt V(R)— VB) A 
817 
VIR) — V É 
в (8) হল В fago BR এর দিকে У এর 


দদক্‌-অন্তরকলজ 1 


সুতরাং ভূ V.{= 1.1; এই সমীকরণাটি г aq যে কোন যদ দিকের জন্য 
সত্য, অতএব f = V V = grad V ; অর্থাৎ, f এর রেখা ANTA 
কোন বদ্ধ-ব্রেখায় যাঁদ শুন্য হয় তবে তার প্রয়োজন শর্ত হল $ f কোন স্কেলার 
У এর গ্রোডয়েন্ট (gradient) 1 

আবার মনে কর £-্ У V; 


সুতরাং j £-৫- ууз =! ау 
АРВ АРВ АРВ 


[কারণ ৮ = У ৮:৭৮] 
= V (B) — V (A) 


— v (B) — V (A) + V (A) —V(B)= 01 


অর্থাৎ f যাঁদ কোন স্কেলার у এর গ্লেডিয়েন্ট হয়, তবে কোন ФИН { এর 
রেখা সমাকল শুন্য হবে ! size, সর্তটি যথেষ্ট ৷ গ্রমাণিত। 
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3.6 ভল-সমাকলন (Surface Integration) 2 


মনে কার 5, একটি বরুতল “= { (4, v) এর একটি নার্ষ্ট ушт! 
3 যদ 5 এর প্রাতাট বিন্দুতে f (u, v) 


order partial derivatives) 


মনে কারি f একটি ভেক্টর বন্দ; অপেক্ষক যার মান ও দিক ও তলের প্রাতাঁট 
বিন্দুর উপর নিভ'রশীল। “কে n সংখ্যক и ক্ষুদ্র উপ-তল ৪5; এ বিভ্ত 


17712 যদ প্রাতাট ৪5; উপতলের যে কোন বিন্দুতে 


n A 

8 Ñ. ni 85; ; এক্ষেত্রে n কে 
মৃঞ্চ্ছ বাড়ানো চলে, বাদ প্রতিটি 35; কে ছোট কাঁরি। মনে কার 8s = ясаб 
il যাঁদ ও এন যদ বিভাজনের জন্য lim Z f, 8s, এই সীমার 


8з -> 0 1-1 

09 

থাকে এবং И মান থাকে তবে একে, Сойка s তলের উপর 

অলসমাকল বলা হয় এবং একে [їл 
$ 


ds দিয়ে প্রকাশ করা হয়। 
ভা A A 
БЕК বে আমরা Гул ds এবং J f x n ds এর সংজ্ঞা দিতে পারি 
যেমন 8৮7 


во Хард, 


n A 
2 Yini 8% = | (vn) 
s 
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শন্দদূতে ছেদ করে না। এ ক্ষেত্রে s এর যে কোন উপ্তল ӧз; এর x-y তলের 


উপর кт আভিক্ষেপ হল 8০871 И ль 8: এর উপর একক লা হা. 
আমরা পাই 


| n; ёз. El = Im. k | Šs; = ôx; Šy; 


বা 89 = 8৮5১৮ р IE 1,2...п করে আমরা " সংখ্যক অংশ তল 


= ру. 450 (এখানে ॥ ৯ =° Rès = 9) 
l 


> In. ki 


Tafe ৪ এর উপর £ এর লদ্ব তল সমাকল, x-y তলে R аза আঁভদ্ষেপের 
উপর একটি দবি-সমাকলের সমান 1 অন:রুপভাবে আমরা, s এর উপর £এর 
তলসমাকলকে ৷ yz 1941 z-x সমতলে লদ্ব আঁভক্ষেপ নিম্নে এক чё 
Wamaq সমাকলনের আকারে লিখতে পারি ! এই নিয়মের সাহায্যে f এর তল” 
সমাকল Taca করা অনেক ক্ষেত্রে সাবধাজনক ! 


зл উদ্ভাহরণমাল। £ 


প্রঃ). и = z+ x 32 এবং s z = 0 এবং z = 5 এই 


তলদয়ের মধ্যে x24 y* = 16 এই বেলনটির প্রথম অম্টমাংশের বর্ুতল হয়ঃ 
তবে { £. n ds এর মান fad কর 
উঃ এক্ষেত্রে ব্ৰতলের সমীকরণ 9৮4৮-16-01 এর উপর 


A А $ 
একক লদ্ব чал = [A$ | 
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= বিকাল উস 
| ৮৮ X Ty | = a° sins u cos? у + sint и sin? у F sin? u cos? y 


= asin u 
+ প্রদত্তগোলকের প্রথম অম্টমাংশর মধ্যে থাকে safe 0 <и<ӯ এবং 
OSISE এই অংশটুকু s দিয়ে সুচিত করলে 


s 


নিণেয় সমাকল = í r ds = Ít| r, хто | аду 


T А, = А А ; 
= J J (০০93 соз vi + cos и sin vI —Sin u k) a° sin u du dy 
о о 


[7 cosy 5, “Шеш улт 
ЕСЕ q jsio2udu ĵ > Í sin 2udu 
о 


тг 
S А COS y À sin y 
а I [1 T 7 - |2 


3.8 আয়তন সমাকলন (Volume Intigration) : 


মনে কার ANTS দেশে 5 বন্ধ 


আয়তন । % (x, 2) একাট স্কেলার 
অন্তরকলনযোগ্য ৷ 
' @=1,2, 


বরুতল দ্বারা বোছ্ঠত, ৬ একাঁটি আবদ্ধ 
বিন্দ: অপেক্ষক যা V এর প্রাতাট ববিন্দ:তে 
V আয়তনকে ॥ সংখ্যক কষ чи উপ-আয়তনে 5%; 
**** п) ভাগ করা হল। এভাবে প্রতিটি SV; এর ভিতরে একটি 
RS $ এর মান $o এবং প্রাতাট বিদ্দতে % ЗҮ; এর মান দিয় করা 
হল! এখন ॥ খুব বাড়তে থাকলে প্রতীট SV; чы খুব ছোট হয় এব এই 
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п 
অবস্থায় যাদ lim 5:%78৬: এই সীমা-মানের আন্তিত্ব থাকে; এবং V এর$ 


n> coo її 
উপ-আয়তন ЗУ, গলিতে বিভাজন পদ্ধাতর উপর যদি এই সাঁমা-মানটি নিভর 
না করে; তবে এই সঈমা-মানকে V আয়তনের উপর Ф এর আয়তন সমাকলন' 
বলা হয়। আয়তন-সমাকলাঁটকে | Ф ФУ এইভাবে প্রকাশ করা হয় l 
зе, {$৭৮ = lim ЎфбУу; যেখানে 8 У > সবেচ্চি $V; 
ôv->0 1 


এবং £ 85У; = УІ 
j=l 


i= 


অন;র্‌প নিয়মে, f ভেক্টর o, অপেক্ষকাঁটির আয়তন সমাকলের সংজ্ঞা হল 


[faV= lim 2883. যেখানে У সবোচ্চ $V; 
М 8v— 0 — 


এবং 5 85У; = VI 
i=l 


39 Фиат : 
প্রঃ afg = 4z— y; এবং У যদি, x=0,%=1;y=0, 
ау এর মান RIR 
» = 1; হল] দ্বারা আবদ্ধ একটি ঘণক হয়, তবে fç 


কর। 
= 4z— y; dV = ax dy dz ; AAR 
y) dx dy dz 


©з এক্ষেত্রে? 
= 4z— 
ТАЙ 1775 


কলন করার জন্য আমরা যে কোন (G y) iwa 


"আয়তনের উপর AN 
হারার 1 পর্যন্ত সমাকলন করব, যখন 


রেখে প্রথমে 2 এর ঘাক্ষেক্ষে z = 0 থেকে 2 = 
1 

{94У = (11 
yo 


v 


(4z — y) dx dy dz = | | 2 — y) dx dy, তারপর 
* y. 
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х কে স্থির রেখে » এর সাপেক্ষে 7 = 0 থেকে = 1 পৰ্য্যন্ত সমাকল করা 
ছল 3 


У aj 2 25) 99৫০ [ 8৫০ সবশেষে এর সাপেক্ষে 
v ЕЛ F? 


1 
০০ থেকে x = 1 পযন্ত সমাকলন করা হ’ল, [94у = рах = % 


প্রঃ 2. বাদ £- 2xzi _ 2 + yt É হয় এবং У, x=0,y = 0 


3 = 6, z = 22, z = 4 দ্বারা আবদ্ধ, আরতন হয়, ( f ФУ এর মান AIA 
W: 
T 
উঃ সমগ্র আয়তনের সমাকলন করবার জন্য আমরা প্রথমে যে কোম একাঁট 
Tas 


LI স্থির রেখে z এর সাপেক্ষে Z= х? থেকে z=— 4 পর্যন্ত 
সমাকলন করব। এরপর x কে থর রেখে) 0 থেকে » = 6 পৰ্যন্ত у এর 


সাপেক্ষে সমাকলন করব এবং সবশেষে x এর সাপেক্ষে x 0 থেকে х = 2 
পর্য্যন্ত করা হবে। আমরা জান dV = dxdydz সুতরাং এই পদ্ধতিতে নিৰ্ণের 
সমাকল = [ ғау 


14 | (2xzi— xf y: dxdydz 
2 


RASA A A A 
= J, (Qazi — xj + yak) ауд, 


6 A A 
= [ ১006৮৮০8404) 


+ (4 — x?) p° k) dy] dx 


= fi (96x €%9 44 (6৮5 24x) j^- 72 (4 — хую dx 


= 1287—24 f4 384 É 
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অনুষীলনী ЗА 


( অন্য কোন ভাবে উল্লেখ না থাকলে ‘বাভিন্ন রাশির জন্য প্রচালত একক 
ধরা হবে যেমন রেখার জন্য একক ; তলের জন্য বর্গ একক আয়তনের জন্য ঘন 
একক | 


1. ঘাঁদ f = yË + zj xk হয় তবে ff. dr এর মান taa কর 
с 


যখন C 
(i) x+y = 1, এ ৯0 এই রেখাটি 1 
(ü) (0,0); (2,0) এবং (2, 1) amam দ্বারা উৎপন্ন (mua 


TA ৷ 
উঃ (i) = — গ একক, (ii) — 1 একক 


2. যাঁদ f = (x? + y?) _ 2хуј এবং C, y =0, y =b, x = 0, 
х= 

এ এই রেখার দ্বারা বোষ্টত চসুরভুজের সীমারেখা হয়। প্রমান কর যে 
Sf. dr = 2821 


3. বাদি 0, মুল RAA কেন্দ্র করে কোন একক T এবং / একক РР 
হয়, তবে প্রমাণ করযে f í. de = এগ । 
5 
4. {иф = 2xy2; f = xy Í zf + ৮6 uma C ; t — 0 থেকে à 
= পর্য্যন্ত x = i, y= 25 z = 18 এই রেখা হয় তবে l) {Фа 
Gü) { ех dr এর মান Їй কর l 


@ (0):387 50700) гаји 


5. প্রমান কর যে, যদি «কোন বিন্দুর অবস্থান ভেক্টর এবং a একটি... 


ҚА ভেক্টর হয়, তবে 
Gü) [т.аг=0; (i) Wa. dr=0, 
c с 


9 
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6. যাদ x = 0, у= 0), 2 0), x=], у= 1, z = দ্বারা 

উৎপন্ন ঘনকের তলসমহ S এবং £ = 

হয় তবে (i) раз, 
s 


কর। 


(7০) гај (0) 
ü) 07.09, (ii) Jf x дв এর মান নি 
s s 


উঃ (i) 6 (i+ +Ë), Gi) 0, (ш) 0 
7. যাঁদ 5, +yz = 1 এই গোলকের তল হয়, ভবে 


15১75 নাত 
উঃ (8) 
4 
8. যাঁদ S. Бу ра এই গোলকের তল এবং f= 


EE 2৮2-০%হয়, তবে ÍV X 1) . паз এর মান ае কর! 
s f 
@ (0) 


4x t 2у ро 8, x=0, y,=0 
РТУ এর আয়তন V হয় ভবে 5 ৭৮ এর মান 
У 


9. 9 = 4522) এবং 
2 = 0 এই তলন্বারা উৎপন্ন চতু 
Їде কর। 


উঃ (128) 
> Z= 0 এবং 2+ + 2) + 5 
র আয়তন V এবং f= Oxa — 32) 1 
আব, Цу. f) dy: (пу руг) 
এর মান Гас কর। М х 


A A 
উঃ (ü) 8, 0) 80779 
П. зау д এবং Haea বেলনদয়ের মধ্যবতাঁ অংশের 
TRST কত? 


উঃ 25162) 


চতুর্থ অধ্যায় 
গাউস, গ্রীন এবং স্টোকসের উপপাদ্ঠ 


(Gaus’s, Green’s апі Ѕіоке‘ѕ Theorem) 


41 গাউসের ডাইভারজেন্দ উপপাদ্য (Gauss divergence theorem) 

f যাঁদ, একটি সন্তত অন্তরকলনযোগ্য (а; অপেক্ষক হয় এবং  যাঁদ 
Š তলদ্বারা আবদ্ধ আয়তন হয়, তবে 

J f.nds = | divfdV ছবে। 
Н 

afg, S তলের উপর £ এর লচ্ব-তল সমাকল, V অঞ্চলে £ এর ডাইভারজে্সের 
আয়তন সমাকলের সমান 1 

প্রমাণ £ মনে কার S তলদ্বারা আবদ্ধ V এমন একটি অঞ্চল যাতে, যে কোন 
কাঁত'য় অক্ষের সমান্তরাল প্রাতাট সরলরেখা S তলকে দুইএর অধিক Tamus 
ছেদ করেনা । x-y সমতলে, 9 বরুতলটির লগ্ব-অভিক্ষেপ R নেওয়া হল। 
[২-এর উপর যে কোন বন্দ: (৮, 0)তে লদ্ব রেখা, 5 কেযে দুটি বিন্দুতে 
ছেদ করে তাদের сэл: মনে PAZ = $1 (x y) এবং == 9 (0 0), 
যেখানে $2 > фу! 


মনেকার гїл IA + kh 


Е TE 875 ах 
০1 
У У 


| [| 2h az | oa 
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রিনা 
R hı 


= й [fa (x, У› Фф) — fa (X, у, Ф) dy dx i 


(4.11) 

Š এর উপর যে সমন্ত বিন্দুর হ ছ্থানাগ্কের জন্য фа (x, у) = ф» (z, 9), 
তারা একটি বদ্ধাবরুরেখার (closed curve) fai এই qara? 
(চি 41) S বরুতলকে 5, ও S, এই দুটি তলে বিভন্ত করে। efs, 
5 = S, + S; ; যেখানে 5, এর বিদ্দুগালর হ-দ্থানাণ্কের জন্য z = bi (x, Y) 
এবং За এর әтә হ-স্থানাণ্কের জন্য 2= $, ( 


х,у) মনেকাঁর 9৪ এর 
উপর যে কোন 'দ্দুতে арава n, ; 


k এর সাথে সমক্ষকোণ উৎপন্ন করে ; 


এবং 5, এর উপর যেকোন RETS একক-বহির্লদ্ব n, k এর সাথে БЕ 
উৎপন্ন করে। 


সুতরাং 5, তলের জন্য dx dy = É . n, d'S, 


এবং 5, তলের জন্য dxdy = __ 1. n 25,1 
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অতএব []/ (x, Ф) dy dx = í fa k.m dS, 
R $. 


2 


এবং. fT (x, 6) dy dx = Ú (— fa k.m) 45 


R 6 


এই সম্পর্কগ:ল (4.1 i) নং এ বসিয়ে আমরা পাই 


| 2 av= рл аз + рл. রও 
у 3 Ss Sı 


= f hk.ndSı (4.1 i) 
s 


অনুরূপভাবে, ут তলে এবং z-x তলে, 3 এর ач আতক্ষেগ 
বিবেচনা করে প্রমাণ করা যাবেযে = 


í а ау = [নি dS, (4.1 iii) 
у 
এবং Í дз qv = үу, ј. 045 (41%) 
ду | 
Vv 


অতএব, (4.1 ii), (A. iii) এবং (4.1 iv) যোগ করে পাই 


Әһ ү № ү 2) av = { (ËA + ЕЛ). n dS 
әх 9” д2 s 
у 


Ы f divf dV = | 1.0451 (4.1 v) 
НЫ Vi s 


সুতরাং, S তলটি যদি এমন হয়, যাতে, যে কোন а. অক্ষের সমান্তরাল 
প্রতিটি সরলরেখা, S কে দুই এর অধিক বিন্দুতে ছেদ করে না, তখন গাউসের 
উপপাদ্যের সত্যতা প্রমাণিত হল l 
এখন, V আবদ্ধ আয়তনাট дїї এমন হয় যে, কোন কার্তিয় অক্ষে 
„ 
সমান্তরাল কোন সরলরেখা 5 কে দুই এর অধিক RZS ছেদ করে তবে, তা 
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শিশ্চ়ই জোর সংখ্যক বিন্দুতে (মনে কার 2 k ) ছেদ করে, কারণ ও তলটি দ্বারা 
Y অয়তনাট আবদ্ধ (closed), এক্ষেত্রে ү কে আমরা এমন সংখ্যক অংশে 
ভাগ করতে পারি যাতে প্রাতাট অংশ V, СУЫ. k), বরুতল ও, দ্বারা 
আবদ্ধ এবং যেখানে কোন কাত অক্ষের সমান্তরাল প্রতিটি সরলরেখা S, কে 
mia অধিক বিন্দুতে ছেদ করতে পারে না। অতএব প্রতিটি V, অংশের জন্য 
আমরা লিখতে পারি (4.1v) এর етер 

0 div ғау = а 8 17 

М S. Я 


Fa 


0০0 (4.1 vii) 


k 
এখানে, яле S এর = 
ü যোগফল ( 25, কিন্তু ৪এর সমান হবে না, কারণ 


মে কোন T পাশাপাশি অল У, ৮৮ এর জন্য S, ও Spa এর কিছু 
সাধারণ অংশ থাকবে যা আসলে V এর ভিতরে আছে এবং যাকে 25, যোগফলে 
TRT নেওয়া হয়েছে। কিন্তু আবার যে কোন পাশাপাশি দ:টি অঞ্চলের সাধারণ 
তলের উপর লদ্ব-তল ЭПТЕ একটি অপরটির সমান এবং বিপরীত Теса, 


কারণ লগ্বগ/লির দিক বিপরগত। ЖӨ, (4.10) যোগফলটি, সমগ্র তল 
Š এর উপর সমাকলের সমান হবে। 


k 
অথ, 2 г.а = £,893। 
ге. 5, 5 


অতএব (4.1 vi) এ aiei r এর জনা যোগ করলে আমরা পাই 


утау = [€.891 
y ও 
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স*তরাং প্রমাণিত হল, যেকোন S তলদ্বারা আবদ্ধ V আয়তনের জন্য 
J div {ду =ff.ndS1ı 


এটিই হল গাউসের উপপাদ্য । গ্রমাণিত। 


47 
কয়েকটি অনুসিদ্ধান্ত ও প্রয়োজনীয় за : 


1. 
a" মনে কার £ = a x F, যেখানে a একাট sms IT ভেষ্টর 1 অতএব 
সের উপপাদ্যের সাহায্যে লিখতে পারি — 
í div (a x F) dV = f (а х Е).п4$1 


frg div (a x F) = y ; (a X F) = а: (Ç x F) 
এবং (axF).n=a,(F xm 


সুতরাং —{а.(у х F) 4У [ a. (F X n) 45 


বা». [[(ছ১5)494-[ (у XF) dV] =0 


Vv 
( ` a= ধ্ৰুবক ভেষ্টর ) 
Š যেহেতু a যেকোন җире একটি ধ্রুবক ভেক্টর এবং a এর সমন্ভ মানের জন্য 
পরের সম্পর্কটি সত্য, অতএব 
Iv xF d4V + (F xndS=0 
5 


বা { спрау =- [ Fx 451 
5 


2. মনে £ = аф, এখানে а একাট IE ধ্রুবক ভেক্টর এবং % হল স্কেলার 


Ren অপেক্ষক। 
গাউসের উপপাদ্য অনুসারে লেখা যায় 
[1,749 = f div f dV 
5 yi 
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বা [аф nas = div (ав) та. уау 


Е Уау (атика) 
s 


এই সমকলণাট a এর атса জন্য সাঁতা। সুতরাং 
#145 = ү ভ%৫৬ 
5 у 


বা 19045 = grad g av 
5 у 


3. গ্লীণের প্রথম অভেদ ঃ 
J(V$.V a+ Vy) ау = [%ড%.045, যেখানে 
ñ s 
$ এবং у т অপেক্ষক। 
মনে কার (= $ ড 9, যেখানে реу দুটি দ্কেলার er. অপেক্ষক। 
গাউসের উপপাদ্য অনযায়ী 


ий, Iv. ১8 nds 
SU Zy Вау = 16 v9. ааз 


এখন У. (фуу) = 


ТУ $. V i+ фуу, অবতএব 
Ув. Уу 


+ фуу) )4У= уф, nds 


এই অভেদটিকে গ্রনের প্রথম অভেদ (97০75 first Identity) বলা হয় | 
4. গ্রীণের (দ্বিতীয় অভেদ ই 


৮৮০৯ ду SG = +V%).naS 
ў s 


গ্রীনের প্রথম অভেদ পাই 


ОУ ОФ рузу уау p учугу nds, 
11 I 


এতে % ও * ছ্ছান ART বরে লেখা বায় 


৮8511 52471488558) tam কর পাই 
У, 5 
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UV aa = 1) (фуу #7 $). 1451 
s 


একে গ্রগনের "দ্বিতীয় অভেদ বলা 53 1 


Ф D 
আবার আমরা জান ড += ?% n এবং ত ০ 8151 


84. 
Эл এবং 2 যথাকুমে % ও $ এর? এর দিকে দিক অন্তরকলজ॥ তখন 
এরি লেখা যায়, 


11471218971 


дф 
1৯ a) 45 
এখন % ও ç উভয়েই যদি হারমোনিক অপেক্ষক (harmonic functions) হয 
তবে আমরা জানি V° = 0, ড*% = 0 
ЖИЙ ӨК О 
ôg 2: 
((+2 2i = 4887) TS = 0 


s 
যেখানে 5 একটি বেচ্টিত তল 1 


ডাইভারজেন্সের বিকজ্প সংজ্ঞা :_ = নে করি 
যে কোন একটি e P কে 
খন গাউসের উপপাদ্য অন্যায় 


5. কোন ভেক্টর অপেক্ষক £ এর 
{ একটি সন্তত অন্তরকলনযোগ্য ভেইর TOTA 
একাটি ক্ষুদ্র আয়তন У তে আবদ্ধ করা হল, এখন 


[ divfdV = (div f) V + eV 


у 


f.ndS= 
арс 


যাতে V 5041091 
এবং У — С তে সীমা নিয়ে আমরা পাই 


যেখানে « একটি ক্ষুদ্র সংখ্যা 
এখন উভয় পক্ষে V দ্বারা ভাগ করে 
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lim না [£.%45- ৫৮11 
узо V s 


বাঁদিকের রাশাটি হল Š বদ্ধ-তলের উপর 1 ভেন্টরের তল সমাকলের, একক- 
আয়তনে গড়ের সীমা। অতএব আমরা বলতে পারি; কোন Р বিন্দুতে divf 
হল, S বরুতল দ্বারা কোন ক্ষুদ্র অঞ্চল V তে, ও এর উপর f এর লদ্ব-্তল সমাকলের 
একক আয়তনে গড়ের সীমা; যখন V aspas একটি বিন্দদ P তে পাঁরণত হয়। 
এভাবেও অনেক সময়, div f এর সংজ্ঞা দেওয়া হয়। এ সংজ্ঞা থেকে স্পণ্ট 
বোঝা যায়, div f এর মান, অক্ষ কিভাবে নেওয়া হয়েছে তার উপর নির্ভ'র 


করে না। অর্থ, বলা চলে যে, divf হল SPE নিরপেক্ষ একটি আবচল 
স্কেলার, বিন্দ;-অপেক্ষক (invarient Scalar point function) | 


6 Curl £এর рю সংজ্ঞা ঃ 


curl f= lim 1 fn xfds 
0৩ 


সঙ্গে স্পর্কহীন। কাজেই, 


র Ñ অপেক্ষক (invariant 
Yector point function) | 


43 স্টোক্‌সের উপপাদ্য (960০9 Theorem) 


1 যাঁদ একটি эе, অন্তরকলনযোগ্য, সদীম 
হয়, তবে একাঁট মসংন-বন্ধ-ব্ধরেখা (smooth 
রেখা সমাকল, এ C বক্ররেখা দ্বারা আবদ্ধ S 
সমাকলের সমান হবে। অর্থাৎ, 


› একমান ভেক্টর Тар. অপেক্ষক 
closed curve) С বরাবর £ এর 
তলের উপর curl f এর লক্ব-তল 


j (de [curl е, паву 
© 8 
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R 
n 


с 
от (4.21) 


এখানে С এর দিক্‌ ও 5 এর উপর али দিক, পরস্পর যথাক্রমে 
ерау স্ুয়ের sea দিক ও অগ্রসরের দিক হবে। 


14. সমতলে স্টোকসের উপপাদ্য (Stokes theorem in a plane) : 
সমতলে স্টোকসের উপপাদ্যটি প্রয়োগ করলে যা পাওয়া যায় তাকে অনেক 

সময় গ্রীণের উপপাদ্য (Green’s Theorem) বলা হয়। এক্ষেত্রে C 494 

রেখাটি একটি সমতল 5 কে আবদ্ধ করে। মনে কাঁর C দ্বারা বেষ্টিত S সমতলটি 


АЗУ তলের অন্তগ'ত। অতএব, S তলের AR (п) একক ভেষ্টরটি k এর সমান। 
MON 
a ‚д 17 Ark | .Ё 
Сш f.n= У | х (tn 72416) 


_ Bh әл. 
7 9х ду 


এক্ষেত্রে ТЕТЛА? এবং € এর উপর কোন বিন্দতে 


т. XL y, যেহেতু C বররেখাটি Ay তলের উপর অবস্থিত 1 
অতএব, f. এঃ = dx + йу! RAR স্টোকসের উপপাদ্যের 


সাহায্যে আমরা লিখতে পারি 
с: = А! 45 
дх ду / 
5 


=j ошт. nds =í f.dr = | (лах + f, dy) 


এটাই sf айд উপপাদ্য! 
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45 স্টোক্‌সের উপপাদ্যের প্রমাণ : 


и, Y দুইটি স্কেলার অপেক্ষক নেওয়া হল। এদের সমা্কতনগনীল (evel 
surfaces), S বক্তলকে দুইটি রেখায় ছেদ করে ।' u, v কে এমন ভাবে বেছে 
নেওয়া হল যাতে তাদের সমাওকতলগ্ীল S তলকে পরস্পর লদ্ব রেখায় ছেদ করে l 
এই রেখাদ্বয়কে সমাতক-রেখা (level lines) বলা হয়। 5 এর উপর যে কোন 
বিদ্দুতে এভাবে u, v এয় বাভিন্ন মানের জন্য দি পরস্পর লদ্ব সমাওক-রেখা পাওয়া 
যায়। এবং এর সাহায্যে Q তলের উপর যে কোন বিন্দুর অবস্থান, (u, ৮) এই 
্থানা্ক দ্বারা প্রকাশ করা করা যাবে। মনে 
কার, 5 এর একটি বন্দ E, যার 199 
(u, v) এবং Е এর কাছাকাঁছ О আর একটি 


Кы | = 
«жеш বন্দু যার ЕП (u + du v + do) 5 
> 


N 


G 'বন্দ'তে জমাঙ্করেখা সমহ, 78601 
একাট а আয়তকার ক্ষেত্র তৈর করে যার্র 
ча ds = hidu ; dss = hA i 
їп 421 hi এবং h, Ҹа u, уд অপেক্ষক এবং 
ds, ds, সমাঙ্করেখা বরাবর দৈর্ঘ। ЯА 


EFGH এর ক্ষেত্রফল ds = з; dss = h, (ha) dudv 1 মনে করি 


AA 
Ьт বিন্দুতে যথারমে и, v এর বার দিকের সমাঞ্করেখা বরাবর একক 
ভৈষ্টর। অর্থাৎ 


মনে কার 1 হল 5 এর উপর ета ভেক্টর যাতে hro % একটি দক্ষিণা 
(right handed) әт হয় | অৰ্থাৎ 


A A л А A АТ А A A 
1১77 ৯7777 xn =l пх 1=m'l 
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এখন সংজ্ঞানুযায়ী 
a af A 91 A of 
сап = LX 81883 + n x ӘП 
A С САМРАК ОГ ТА of A of 
অতএব пош п. ( fx 2E hx Gt ar ৮ x) 
91 A дї 
А 0% — +0 
(nxt) pa I PSY 87 
УЧЕВ OL 
12 20 


এখন প্রথমপদটিকে, » এবং v Ф দুটি সমাত্করেখার ভিতর % এর সাপেক্ষে 
KL এর মধ্য, সমস্ত ক্ষুদ্র অংশের জন্য যদি সমাকলন করি এবং অনুরূপে 
দ্বিতীয় পদাটকে, yaq সাপেক্ষে MN এর মথ্যে যদি সমাকলন করি, তযে 


আমরা পাই 


Veun f. па 


N 
І әт 
ər 52 f. 2) du 
=] (উনার | н) 
a 
অনুযায়ী / এর মান বসিয়ে এবং 


এখন K ও], বিচ্দুতে С রেখার দিক 
টি 3 (авро du এর মান ধাঁসয়ে আমরা 


অনুরূপে 0 এর দিক অনযযায়ী M ও Ñ 
পাই 
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f curl f. nds 
s 


lI 


Di (a) D 
A чү»: 


š 2r) 1 du 
ди 
м N 
ডান দিকের u ও v এর সাপেক্ষে সমাকলন করতে গিয়ে যাঁদ C রেখার nH গন 
অংশগ্যলিকে কেবলমাত্র একবার ব্যবহার কারি তবে আমরা লিখতে পার 
Me Ets Se (вов „дг. 
і і 9 dy-- f gu 4“ 


= ðr дт = 
Lf. (2 аут du ) 
এটাই স্টোকসের উপপাদ্য | 


4.6. অনুসিদ্ধান্ত : 


স্টোকসের উপপাদ্যের অপেক্গকের সামান্য পারবন্তন করে আমরা বহ: 
উপযোগী সূত্র পেতে পারি, যেমন $ 
1. মনে কাঁর, একটি ভেক্টর অপেক্ষ Е এর উপর তল-সমাকল এবং এ 
Ўт তল 5 যে ачыш রেখা দ্বারা আবদ্ধ, তার উপর অপর aq ভেষ্টর 
এর রেখা সমাকল পরস্পর সমান। অর্থা__ 
A 
{Е.па$=(т. arm যেখানে C কোন একটি বদ্ব-রেখা 
কোন অঞ্চল S কে আবদ্ধ করে। 


এখন, স্টোকসের উপপাদ্য অনুসারে 


J f. de= fouls as 
ç 8 


і" 
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বা [Ends 2р ошта. 
ও s 


বা (Е — сш1#). nds =0\ সম্পর্কটি যে কোন রেখা С 


এর দ্বারা আবদ্ধ যে কোন ও তলের জন্য সত্য 1 


TOM F—culf=0 q F=curlf. 
2. { %ar= | пх уфа 
স্টোকসের উপপাদ্য অনুসারে [ f.dr = f curl f.n dS. 
е 


এক্ষেত্রে মনে কার f = এ $ যেখানে а একটি ধ্রুবক СХА এবং % যে কোন 
একটি স্কেলার বিদ্দ; অপেক্ষক যা অবকলযোগা AIS এবং সসাীম। সুতরাং 
আমরা পাই 


. 


Јаф.аг == f curl (ag). ndS = | `7 x (аф) nd S 
বা а. фаг | V х(аф).л45 = | (V x8).n 45 
с 5 
= =a. | V$ х nds 


V а. {[фат+]уехта5} =0. 
с 
এই সম্পকটি а এর যদচ্ছ মানের জন্য সত্য। 


অতএব [#dr=- | Vex ৪৫9 =n * ড443। 
с 
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3. ЈЕхат= (nx ড়) хва. 
স্টোকসের উপপাদ্য «ааста {{.4т = [curl f.ndS এই সমগ্র 
с s 
f = ৭ x (যেখানে a একটি যদ ধুবক ভেষ্টর ) বসিয়ে পাই 
Lax F.dr = f curl (ахр) 


ke A 
-ndS = {у x (axf).n dS 
s 


বা ১৮০১৫ У еура 43 


ЕЕ es (Е.п)145 
এই Я а এর যে কোন মানের জন্য সত্য | 
чың] 51051755418 
15 x Fads; (প্রমাণিত ) 


4. স্টোকসের সূত্রে মনে কার f = grad y = 


Vy; y ছল অবকলষোগ্য 
সন্তত স্কেলার বিন; অপেক্ষক, সুতরাং 
[ grad y ‘dr = [п * curl grad у ds. 


2 . 
বা Í n. curl grad vds =j Yy. dr = Jd =0 
8 с е 


К এর জন্য সত্য, সুতরাং 
curl grad ৮৯০ 
আবার যাঁদ curl f = 0হয়, তবে স্টোকসের উপপাদ্যের সাহায্যে 


EL О ү 
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সুতরাং £ অবশ্যই কোন 
যাঁদ curl f = 0 হয় তবে, 
0, এক্ষেত্রে বকে একাট 


এই সম্পকণট যে কোন C বদ্ধ রেখার, জন্য সত্য! 
স্কেলার অপেক্ষকের নাঁত বা f = grad v 1 অর্থাৎ 
f = grad v এবং যাঁদ £ = grad » হয় তবে, соі = 
অনাবর্ত ( irrotational ) ভের অপেক্ষক বলা হয়। 


5. div ০01] £ = 0 


গাউসের উপপাদ্য অনুসারে j F „лаз = f div F dV যেখানে 5 саў 
5 у 


তলটি $-অণ্চলকে আবদ্ধ করে । 
এখন মনে কার F = curl 11 ЯД 


у (ошй) „аз = j div curl f dV; 

S v 

আবার 5 তলটিকে S ও 5, দুইটি Sg তলে C বন্ধ রেখা দ্বারা ভাগ করলে 

আমরা লিখতে পারি 

[div ০7114 = j (curl f. n) dS=f curl f - ndS-+§ curl f.n ds 
2 51 Sg ? 


যেহেতু S, ও 5: এর জন্য 0 এর দিক পরস্পর বিপরীত সুতরাং স্টোকসের 
উপপাদ্য অন:সারে 

[০০০ f.ndsS- Í curl £. ndS 
Sı Sa 


{г.ас—ф 


ডান পক্ষ = 
г. ат = 0 


অথাৎ | div curl f dy = 01 সম্পর্কটি [যে কোন আবদ্ধ আয়তন V এর 
АУ, 


জন্য সত্য । অতএব, div curl f = 01 


4.7: উদ্দাহরগমীল! ° 


প্রঃ 0. প্রমাণ কর বে $ | r A 45 হল, S তলদ্বারা আবদ্ধ অঞ্চলের 


মোট আয়তন ৷ 
10 
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ভৈঙ্টর কলনাবিদ্যা ও (беха 
Š মনে করি S তলবারা আব অণ্চলের আয়তন V ; গাউসের BANT 
অনুসারে 
(f.nds 
{ 


= {div fav, এক্ষেত্রে f = š 
Vv 


SR $ [£.7৫5- 8 [0৬৮৫৮ 
5 Vv 


=tIV.(ix+ y+ k)av 
eT) )ду= fav = = V, প্রমাণিত । 
ej: 


2. প্রমাণ কর যে asa С রেখাদ্বারা আবদ্ধ ক্ষেত্রের 
ভেক্টর মৈরফলের দ্বিগুণ | 


উঃ মনে কারি a একটি EIT ভেক্টর । এখন a x r ভেক্টর অপেক্গকের 
জন্য স্টোকসের উপপাদ্য অন- যায়. 


З ТУТ 
কিণ্তু, рех (а Уту =(V .r) a (а. у)ғ 
=3a-a=əal 


অতএব, Е ভি 
s 


বা "17 акла, раз 


এই স্পর্কট, а এর যে কোন ইচ্ছাধীন মানের জন্য সত্য 1 সতেরাং 


Ir x 21 ১ 


с 


S দ্বারা আবদ্ধ ক্ষেত্রের сезд ক্ষেন্রফলের {ара প্রমাণিত । ' 
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প্রঃ 3. xy সমতলে, у= ০, x= a, y=a, x=U এই রেখা 
সমূহ দ্বারা আবদ্ধ ধনাত্মক ক্ষেত্রাট যাঁদ 5 হয় তবে j (x2 dx + ху dy) এর 
জন্য গ্রীনের উপপাদ্যের সত্যতা যাচাই কর) যেখানে উল্লিখিত ANANE দারা 
গঠিত বদ্ধ রেখাঁট হল C 
সমাধান ৪ গ্রীনের উপপাদ্য অনুসারে J (P dx + Q dy) 


A (23-25)%% (4.7 1) 


এক্ষেত্রে P = х, Q = xy, 0 < x <a, 0 < y < a. 


‘ সুতরাং, (471) এর ডানপক্ষ = | | চড় T >) & y 


s 


= f f y dx dy = Ic {у dy) dx 
5 9৪ 


а 

= a? = 2312 
| 2 АХ СА 
ò 


বামপক্ষ নির্ণয় করতে হলে আমাদের (চিত 4.3) sq নীর্দন্ট পযণীয়ে 
যেতে হবে 1 15010 প্রদত্ত শতনি:সারে অকা হয়েছে 
(1) প্রথমে এন্অক্ষের দিকে x=0 থেকে, ₹=৭ AJTE রেখা ANPA হবে, 


-Blaa 


| і а 43 


ў (хах xy dy) যেখানে y = 0 এবং 0 < x <৫ 
С, Л 
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বা 245 + xy dy), এক্ষেত্রে y = 0 dy-= 0 
1 


a 3 
= f d= 5. 
о 3 


(i) x = ৭ রেখা বরাবর у =0 থেকে у= এ পর্য্যন্ত রেখাসমাকগ 


হবে 

Í (x? dx Li 
J BN] ay dy = aš, 
(Ж * =a = q, dx = 0) 

CD ) = ৭ রেখা বরাবর х = a থেকে x = 0 saq রেখা সমকল হবে 
f (ах + xy dy) = | x" dy = aè 
Cs a TIP 
(Ж у=а = ধ্ৰুবক, dy = 0) 

(у) y 


ЗР বরাবর » = a থেকে у = 0 эга রেখা সমাকল হবে 


= { (x° d: 24 
3৫ * + xy = | xy dy = 0 


(J. x =0,dx = 0) 


অতএব, (4.7)-এর বামপক্ষ = f (x2 dx + xy dy) 
C 


F (x2 dx + xy dy) + f (së dx + xy 9 | 
1 Co 


+í (xt dx + xy dy) + [ (x° dx + zy d9) 
3 C4 


= разра _. 14 +0 = 1⁄8. 


ЖП, বামপক্ষ == ডানপক্ষ, গ্রশের উপপাদ্য এক্ষেত্রে সত্য 1 


4-91: দেখাও যে x-y তলে আবদ্ধ রেখা C দ্বারা উৎপন্ন ক্ষেত্রের গে 


Я 
$ {(*) — yds) 1 এর সাহায্যে একাট উপবৃত্তের стоел নির্ণয় কর ! 


| 
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әр 
উঃ আমরা জানি |] (62:92) de dy = | P dx + 0) 
s 


মনে কার P = — y, Q = x. 
2 - 


=2 [ { dxdy =2 ( C দ্বারা আবদ্ধ কেনের দেল ) 


чес, С атат আবদ্ধ ক্ষেত্রের গ্রেন্রফল = % { (x dy — y 4%)! 


239 у? 
2৭7 75 = 1 উপবত্তের ক্ষেত্রে। С: x= acos t, 
У = Б іп t, 0< t< 2r, dx = — а sin t di, dy =b cos t dt. 
সুতরাং, উপবান্তের ক্ষেত্রফল = } { (x dy — y dx) 
Б; 


зт 
৮11771৮৮৮৮৮ 


={ р” ab (соз £ +sin? t) dt = = fat = n ab বর্গ একক। 
0 
<1, 0<2<1 এই ঘনকের 


প্রঃ 5. যদি, 0<х&Ь 0 এ) 
y — x —)) 


asa 5 হয়, তবে р edy dz + y dz dx 4-2 (х 
5 


ах dy], এর মান নির্ণয় কর। 
© ядам (=l Jy /2 20 хт 0)! 


х? 9 н 0) AS 
অভএব ан ৮ 7187 2 2z (xy — x — 3) 


ар у 2(0/-% 755) 
= 2xy l 


গাউসের উপপাদ্য অনুসারে আমরা পাই р А 


যেখানে, প্রদত্ত ঘনকটি হল V ! 


150 (šq কলনাবদ্যা ও টেঙ্সর 


এখন V এর পঞ্ঠ তলগুলি, কার্তি'য অক্ষতন্ে চ্ানাঙকতলগ/লির (coordi 
nate surfaces) সমান্তরাল 1 সুনরাং 
Í f.nds 


Í [ x° dy dz + y? dzdx + 2z (xy — x — y) dx dy) 
আবার [ divfav 
= 22000 daa ру 2ху dz) dxdy = 4 
о0о 00 
অতএব Tarata তল-সঘাকল 


= J [22 dy dz + у dz dx 4- 22 (yy = x'— y) dx dy] 


li 


f finds 
R 


| 


f Фу f dV 71 
v 


(0 যাঁদ মুল বিন্দু О; ও এর বাইরে থাকে! 


£ (8) যাঁদ মুল বিন্দু О; S এর ভিতরে থাকে! 
উঃ (i) গাউসের উপপাদ্য অনুসারে f £.7%99 = jf V tay 
5 v 


: r-n ў а 
чш (= Ñ; чөк | ৫৪ у. дир 
V 


s 


কিন্তু আমরা জানি y. = = 0, дїї V এর অভ্যন্তরে প্রত্যেক বন্দে 


"9—0 হয়) safe watas 0, ү বা S এর বাইরে থাকলে rO. 


r 
বা V. =o, = | E ason 
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(ü) এখন মূলাবন্দু 0 дїї 5 বা ৮ এর অভ্যন্তরে হয়; তখন O কে কের 


করে !а` এর সমান ব্যাসাদ্ব নিয়ে একটি бын গোলক চিন্তা কর যার আয়তন 
Y এবং পঙ্ভতল 5 1 


ы 
а> 
a 
a 
l 


Í V ту = 0 যেহেতু ৮৮ এর মধ্য 
sas v-v r= 0, 


অর্থ | г.п (08 = Í т.п 
г 


A r 
з =a dS, eg $এর উপরে r = 9) 1 = 
s 
a š А 
ы т.п а 
Я == == 
“তাং 75 а“ а? 


45 = _ Ата? = Ат (প্রমাণিত) 


a} 7. ану хв = = 92 হয়? প্রমাণ কর বে 
_ 11 д үн,а5 
[Е.а = টি |, S 
(যেখানে S তলটি রেখা দ্বারা আবদ্ধ ) 
1 ӘН 
উঃ দেওয়া আছে, VX E=- তে 977 গ্টোকসের_ উপপাদ্য 


SATA 
Í Е. dr эру xE .n ds = f (Ç x P) 5 
с s у 


I (- S) s= =: | ‚48 


Я 2 рн. 26 (যেহেতু দমাকলাট নিরপেক্ষ) 
1 
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অনুশীলনী 4 


1. প্রমাণ কর যে S তলদ্বারা আবদ্ধ এর আয়তন 
èf Ç . (2) dS 
s 
2. প্রমাণ করবে 
[па = [5rrav 
5 y 
3. (0, 0, (5,0), (3,1) ) f. দ্বারা উৎপন্ন ত্রিভুজের পাঁরসামা যাঁদ 
С হয়, 10 — sinx) dx + cos х dy} এর মান নিণ* কর; এবং 
এক্ষেত্রে গ্রীনের উপপাদ্যের সত্যতা যাচাই কর | 
p} 
e (1-2) 
4- Самут এর পাঁরাধ হয়, তবে 
{ (০০5 17750254581 cos ydy} এর মান faqa কর। 


@ [01 
5. প্রমাণ কর যে 


৩. যদি =V / এবং узд _ 4л P হয়, দেখাও যে 


{с.л = = лү уку 


কোন আবদ্ধ তল S এর জন্য দেখাও যে [845 =0। 
s 


B. % যাঁদ У এর মধ্যে সুলমজস হয়, দেখাও বে 


ð é 
f s 45—01 
5 
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А 8 
9. Баји + 2 =m = এই ® бё (০ (ellipsoid) এর 


a V p 
чачса পাঁরমান হয়। দেখাও যে 
[কে 7274 zk) 72901 


10. Sai ২০41-১4-11 গোলকের বরুতলের পাঁরমাণ হয়, তে 
f (xšdydz + ysdzdx + z3dxdy) এর মান নির্ণয় কর। 


৪72 
SMER 


П. ও যাদ2 = 2 vay এই эгей xy তলের SCN 


তল পরিমান হয় এবং f — (z — 2) Ë + (x34 yz) J — 2%): হয় তবে 


[ (ড x f). п 45 এর মান নির্ণয় কর! উঃ [12r] 
0 যাঁদ + y 4, z=2 এই аў নিদ্দেশি করে, তবে 


স্টোকসের উপপাদ্যের সাহায্যে Í (ezdx + 2уйу = dz) এর মান নির্ণয় কর। 
@ [0] 


13. S af C বক্ররেখা দ্বারা আবদ্ধ ক্ষেত্র হয়৷ তবে প্রমাণ কর যে 


87814 


14; S ঘাঁদ x° +4 z = 1 এই গোলকের উদ্ধধশের (যে অংশে 2৯0) 


С ইহার বকুপীগা হয়; তবে r= sl y) + zk 
যথাথণতা প্রতিপন্ন কর l 

15. сай+#=Ъ т = у: WA নিন্দেশ করে ; তবে 
স্টোকসের উপপাদ্য অনুসারে S (54৮4 2৭) + 292) এর মান নিণয় 
উঃ [0] 


তল পাঁরমান হয়, এবং 
এই অপেক্ষকের জন্য স্টোকসের উপপাদোর 


Фа! 


দ্বিতীয় পরিচ্ছেদ 


প্রথম অধ্যায় 
প্রাথমিক আলোচনা 


51 যোগ রীতি (Summation Convention) : 


মনেকার S= аху + axe +. 
এই রকম একটি রাশি দেওয়া আছে। 


চিহের (2 সাহায্যে S = Ë 


1=1 


* 75275 


আমরা জানি এই রাঁশাটকে যোগ” 


а: x; এইভাবে লেখা যায়। 
এবার Ха, X, ০.৩ аяба যাঁদ, নিয় -সমচকের পাঁরবর্তে, GNS? 
ব্যবহার করে ха, X, ০০১ n এইভাবে fafa, তবে __ 
2 ¿ 
S= Јан হবে। 


1-1 


(5-1 1) 


এখানে অবশ্যই эй, xs -**১০% ইত্যাদি, x এর বিভিন্ন মাতা (Power ) সুচিত 
করেনা, কেবল д উধর্ব-সূচকের সাহায্যে 


(5717৩, যোগচিহ ঠ কে উহা রেখে, 


কান পদে কোন সূচক যাঁদ একবার নিয়-সূচক 
এবং একবার উধব-সূচক হিসাবে দেখা দেয়, তবে বুঝতে হবে বে, সেই সূচকের 
সদ্ভাব্য Эё মানের জন্য ania ভিন্ন পদ পাওয়া যায় তাদের যোগ করা 
ҖЕ! FABO, а; хі তে, Í ЗЫЯ পারবর্তে অন্য যে কোন সুচক লেখা 
XAL যেমন а; хі বা ap xk ইত্যাদি । তবে এখানে মনে রাখতে হবে বে 
7 বা & এর মানগ্য়াল, 2 সূচকের মানগ্ীলর অনুরূপ ৷ 


যোগরীতি অন:সারে, а; х? এবং xia সমান। অর্থাৎ. যোগরণীত ক্রম 


নিরপেক্ষ । যোগরশীতির শাহায্যে অনেক বড় রাশিকে, সংক্ষেপে প্রকাশ করা 


সন্ভব হয়। টেন্সরের আলোচনায় যেহেতু অনেক বড় বড় রাশ ব্যবহৃত হয়, 
গেহেতু সেখানে এই যোগরগাতি বিশেষ ভাবে ব্যবহার যোগ্য 1 
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উদাহরণ : 

(а) মনে কার / (9, х%,.. XU) হল, ৯, 32, ৮ х” এই DATAA, 
একটি বহূচল-অপেক্ষক॥ অতএব, / যদি অন্তরকলন যোগ্য হয়, ভনে আমরা 
জান 

ў af ðf 
af Su ах + 85 Ф + от ах” 
যোগরীতি অনুসারে এখানে একে df = 2f ахі এইভাবে লেখা যায়, 
যেখানে ?=1,2,... "п! 

(b) S = ушін এর বিস্তার Waaa কর, যেখানে i j= 
i ও] aA প্রত্যেকে একবার নিয়-সুচেক ও 
ত হয়েছে! অতএব £ও7 এর erosta 
i এর সাপেক্ষে যোগ করলে পাই 


1,2,31 


এখানে দেখা যাচ্ছে যে, 
একবার উধর্ক-সূচক হিসাবে 4741 
1, 2, 3 মানের জন্য যোগ করতে হবে। 
= уш + зы? ЕЕ 
এবার ডানপক্ষের প্রতিটি পদে / এর সাপেক্ষে যোগ করতে হরে ! 
д S =H (дий + et + 85৫) + и? (ga F Eal? + ба?) 
+ us (gat + Zat? + ৫885) 
= gn (42027 82৪ (u2)? + £38 (u2)? + (812 F Eon) иш? 
+ (82 gaa) PU + (857 22) 1 


77 


5.2 (ক্রোনেকার ডেপ্ট। (Ктопескег Delta) : 
কোনেকার ডেল্টা 8) এর সংজ্ঞা হল _ 
81 l যখন i=j 
= 0, যখন Fj 
Беш প্রত্যেকের মান дїї 1, 2, 3,4 че হয়, তবে 


যেমন ѓе? সু 
ডেল্টার সমন্ত 3199649 হল 


উপরের সংজ্ঞা অনুযায়ী: ক্রোনেকার 
1 


8,1 = 592 = 638 = б, = 


ap S= а} 8 
= 01 


58 = 5,3 


857 _ бү 


= 64 =: = 8,3 = бу 
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অতএব যোগরাতির সাহায্যে লেখা যায় যে 
Si = 814 8,2 


35888778143 41 
এইভাবে, 7ও) এর mania যদি 


1১ 2, 3, 4,...п হয়, তবে লেখা যায় 
õi = 8£5 рз ++ +8” = ni 
যোগরীতি ও ক্রোনেকার ডেল্টা ব্যবহার করে, আরও,লেখা যায় যে 
‚ SA; = A; এবং 5774৩ = Aš, š 
কারণ, কেবলমান্ন ; = J হলে, дў মান 1 হয়। 


অনেক সময় প্রয়োজন গত কোনকার ডেজ্টাকে 5 


7 в 
ij অথবা 6% এই ভাবে 
লেখা হয়ে থাকে। এক্ষেত্রে 


I 
বারংবার ক্রোনেকার ডেল্টাকে প্রয়োগ করাপ্রয়োজন হবে 
তাই, এখানে কোনেকার লি Кая আলোচিত হল, সেগুলি বিশেষ 
ভাবে মনে রাখা দরকার । 


উদাহরণ : 


4 
আমরা জানি যে 2, үз yn “stil যাদি n সংখ্যক saeta উলরাশি হয় ত 
; ы এত, xt বে। 
i= i হলে F ! হবে। এবং 1 > j হলে সহ 


ЖӨ, আমরা লিখতে পাঁর 2x! 


BT: = 0; ' 


SA অনুসীলনী 


{ F খ। 
1. alex = bi ; 77৯1) 22 ০৯1, সমীকরণগনুলি বিস্তারিত লে 
2. দেখাও 88, = 8,3 এবং Sji 8,7 = n 


যেখানে ij, k প্রত্যেকের মান 1,2, ...7। 


প্রাথীমক আলোচনা 
3. যদি у= айх? এবং аар = 8% হয়, তবে দেখাও 
x= аў yi. 


хі 
4. প্রমাণ কর л = а» যেখানে a; яй ধ্রুবক 1 


i J À 
[সমাধান 2 বামপক্ষ = a; ox 15892 


дхі Әх? 
ax’ Se 
USE] (7 а; AA 141) 


= q; 8; аш 
5. যদি yi = a? At, এ = bat yt হয়, দেখাও হা = bapa 


6. যদি ১1) Ж, ২১৯ এই চলগুলির ATS মানের জনা ( а; ধুবক) 


aij xixi = 0 হয়, তবে দেখাও যে ау 4 ау = 01 


[সমাধান £ মনে কার S= ахі х? | 
অন্তরকলন করে পাই 


S дх' Ls; Jowa 
Tr = aij ৪. хі + ajj x ১ - 01 


এখন ও কে х“ এর সাপেক্ষে 


বা %/8%% % + ај М дЫ СОО বা арх ш = 0. 
আবার, x! এর স্যপেক্ষে অন্তরকলন করে পাইল 


25 ах? ) ax: fs 
টা = 8715 әх ° 
বা, ау sp + dik $ = 0 
বা ap a= 9 অথ aij + ai = 01] 


J. ай = уй (x), এই ee x") i=l, 2, e.n; এগুলি, 
хі, 22, x” স্বাধীন চলের) H সংখ্যক স্বাধীন( independent) অপেক্ষক 
, ইয়, তবে দেখাও যে 
(0145৮ 2 2s এবং 
ayi Әх? 


=s ТУ) 
(ti) gx? ду! 8, бу! l 
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[সমাধান (G) হেহেতু ১৮)... yn এগুলি saqtaq anaependent), 
অতএব কলনাবদ্যা থেকে আমরা লিখতে পার 
i i ү, 
8 = LY = Әу Әх 


ду? ox! gy 


тиди ох ро | 6222 


əx ay Әх" дуў 
ay? gxt ] 
С дх® ду 


8. যাঁদ =, 22, ,.১ хб এই চলরাশগীলর সমন্ত মানের জন্য 
В ХХ) xÉ = 0 হয়, যেখানে ১,5, k= 2, ০০:০৮ 
তবে দেখও а а-а ү 


Gjin аһ: aj; = 01 
9. i =1,2,. 


v এর জন্য, у! ashka যাঁদ প্রত্যেকে xi ania 
" সংখ্যক স্বাথীন অপেক্ষক হয় এবং ITALA zi এগুলি যাঁদ уі গলির, n° 
সংখ্যক ফ্বাধীন অপেক্ষক হয় ( যেমন 7 নং প্রশ্নে বলা আছে) এবং 

ta (255 x), ус (ул, уз, +) ও wi (zt, 22, ০০১2০), গল 
যাঁদ এমন Фета রাশ হয়, যাতে 


ду? ) 27 ЖУРЕ: 3 
Uj = у xí ° i = wj SF Ао tua) 


ও যে u; = w; 92 
তবে দেখাও যে u; = 7 9১ ! 
53 ছক (Determinant) Н 


বীজগাঁণতে, ছক (Determinant) সম্পাঁ্কত তত্র বিশদভাবে আলোচনা 
করা হয়। টেগ্সরের আলোচনায় এই ছক Sy বিশেষ ভাবে কাজে লাগে! 


এখানে, আমরা, টেন্সরের মূল আলোচনা শর; করার আগে, এই ছক তত্ত্বকে 
সক চিহ্নের সাহায্যে সংক্ষেপে আলোচনা করব। ' 

12527 tą, 

Cay UES 


= 


Ani üna si 
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এই॥শ্কমের ছককে; আমরা সংক্ষেপে | | এই ভাবে লিখে থাকি, 
যেখানে £ও)এর মান 1, 2, ... £ পযন্ত । we | | হল একট л- 
ক্রমের ছক, যার? তম সার (row) এবং )-তম gga (column) উপাদান 
সংখাটি %)। এইভাবে ап, а... ইত্যাদি মোট n° সংখ্যক a; ; (i 7 = 1,2, 
п) হল এই ছকের এক একটি উপাদান (element)! |; | এই ছকের 
মানকে সংক্ষেপে а বলা হয় । ей l ajl =a! 
25৮05777868 


a° as: ... о? | এই ছককে |а | стані. 


GIS 1222) 


CEA а.м 
এখানে, -তম সারি ও -তম স্তন্ভের উপাদানাট হল ৫;*। Ба মানকে 

а লিখলে [ај | = ахат 
অনুরুপ, | аз аш... а" ү এই ছককে | ৭9 | লেখা হয় এবং 


аі аз |... а" | এক্ষেত্রেও ছকের মানটিকে а বললে 
[а0 | =a হয়। 


аш kana а 


| i; | ছকে, প্রতিটি উপাদানে агу এর সহগুণক (cofactor) গুলিকে Aç; 
লেখা হয়। ছকের ধর্ম অন্যায়, লেখা যায় যে, 
п п 
z dij А = 2 dij Aij = а, 
j= i=1 


এবং ১ 

z ау Ару = 0 যখন iki (5.3 D 
7-1 

আমরা জান যে, | a;;l এবং | 971 যদ, দুটি n-g0G6 ছক হয়, তবে 

তাদের গুণফল একটি ॥/-ক্লমের ছক হবে। এই গুণফল ছকাট কনে কার | ৫; |, 

অথাৎ | | = || lykt এখানে ছকের Tema নিয়ম 


чай 
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n 


в. 5.3 ii) 
б = Aa Gip bi হবে, (i j= 1,2, ...п)1 ( 


অনুরূপভাবে |а | এবং | aj | এই ছকগুলর ক্ষেত্রে, প্রাতটি উ Ит 
এট বা аі এর সহগণক (cofactor), যাঁদ যথাক্রমে AZ এবং Aij বলা হী? 
তাহলে আঁত সহজেই দেখান যায়, 


аў А; = аё; এবং аў А} = a à, ; 4 
= 3 jji 
যেখানে || =a; (530 


n гет. Fe n А Е 
এবং 2 а7АЎ = X aü AÜ — a 
ј-а 


i=l 
m A iv) 
425 АР ORA 1757. এবং যেখানে lad =а (5৮ 


ছকের গণের জন্য, লেখা যায়, 
б = aii bh হলে | o| =|аў| || হবে। 
К, 0), д 9 ч у) 
এবং ০% = ё aik phi হলে, | Ü | = | ad | | &% | হবে! ১ 
=l 


5.3(а) ছকের অন্তরকলন : 


-এর এক 
মনে কাঁর 14191 = এ এই ছকের, aij উপাদানগ্‌লি প্রত্যেক এর © 


একট অপেক্ষক। এই ছকাঁক x-aq সাপেক্ষে অন্তরকলন করলে আমরা পাই 
da _ т da, л das; ” д danj 
а Mua Д мео 8 
мав daj; 5,3 ai) 
= 2 X Ад, dai (5, 
Z 7-1 Аў টি 
(597) ক্র্যামারের নিয়ম (Cramer’s rule) : bi) 
UAC Q ЭУ Т Р О 


1 X 
ЧӨ ॥-সংখ্যক রৈখক সমীকরণ (linear equations), যেখানে X 


শরির 
** X” ANIA n সংখ্যক অজ্ঞাত রাশ 1 সমকরণ «аә ај! AFNA 
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ছকাঁট মনে কার শুন্য নয় অর্থাৎ | aj] =a ₹ 01 (5.3 bi) এর প্রাতাট 
সমীকরণকে যথাক্রমে 4; দিয়ে গুণ করে এক i সূচকের সাপেক্ষে যোগ করে 
পাই. 

аў Ах) = bi Aik ар ০৪2 = БА, বা axt = bi Aja ј 
БЫДЫ EN кыш f (5.3 bii) 


(5.3 b ii) হল (53 bi) সমাধান। a আসলে ক্ল)ামারে নিয়মের (Cramer's 
rule) একাট সংক্ষিপ্ত আকার । অর্থাৎ, এইভাবে sm NAATA, 
কয়েকাট রৈখিক সমীকরণের সমাধান, সংক্ষেপে লেখা যায় 1 


অনুশীলনী 58 


1. দেখাও যে A = ৫-1, যেখনে A= [Az |, a = | aji | # 0 
j= 1, 2, ... n এবং এ ছকে a; এর সহগুণক А; 1 

[ সমাধানঃ আমরা জানি a Ay = абу 
উভয় পক্ষের ছক নিলে পাই 


Гай Af | = 281 = | 00788 
[লি 9 


ООО 32 


বা 127] Af l=e বা аА=4% А ата] 


ска рта = b; হয়, 
(2) যাঁদ 1০1 ছকে, (ক ) & ка, ভবে দেখাও যে 


| bj 1 = Hal 
ü= 1,2,... n) CORGI n 


ajb = ёі এবং 
(3) ай yi =y (55 xW, ০:20, 
সংখ্যক সমীকরণ হয়, তবে দেখাও যে 


ду! | Т | oxi 
J.P = 1, যেখানে ст М уй k 


Т 


11 


162 ma- аши 


ах? 
[ ইঙ্গিত : যেহেতু 8% = 5 2) অতএব উভয় পক্ষে ছক নিয়ে ...] 


(4) যদি yx: = у (02, х2, ০৮ ax”, (G= 1,2 гп), п সংখ্যক 
সমীকরণ হয় এবং 18 = 4 (0) হয়, তবে দেখাও যে 
9108] _ Әх? 85) 
әх 99у əx" Әх” gxi! 
С সমাধান £ মনে কার 2/ шм у 1,2, .. n), এখানে ай গল 
х1, x°, ০০ . x" এদের অপেক্ষক 1. এবং [ай | =J= 


9৭ 9৫ 
= А.в да 
আমরা জান 2৯ an Ал? Ск, 


а (ধার )। 


যেখানে а ছকে, aj এর সহগুণক АЛ 
дх* z 
মনে কার ау) ৯ 0 › অতএব b. дк — 8;8 


i সতরাং a p. B = ALB 


নদ 7 
91953 1 x | রি 
7 
B 
Tor জট (2) —® а. 0 
(5) যদি zi = zi (у1, уз <=”) এবং үг? 


' (ха, 28) ০০ à xn) 


হয়, (যেখানে i=l, +23১, ৪], জরে দেখাও m > 


әу" , д2 | A 
J 11১11421828 7 i| 
যেখানে |527 дуў | এবং J == pz 
955; 

PjJ= 1,2 


১০০০1 


১০০৯1) 
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() ам 28৮৪2 ৪৮ 
# = Аё 25 б, হয়। অব পরাণ কর 


(i) А = Bi, 
di) 1 4# [= B|, 
(ii) Aj Añ = Bë Bi! 


B 
সঙ্কেত 8. B; = Ар 5 225 = Apr 658 = As 2৮ 


` ইত্যাদ। 


ষষ্ঠ অধ্যায় 
স্থানাঙ্ক তন্ন (Coordinate System) 


স্থানাঙ্ক জ্যামিতির আলোচনা থেকে আমরা জানি যে, কোন নাদ্দ্চ অক্ষ 
তন্নের সাহায্যে প্রিমান্রিক দেশের Tea, x, у, = এই তিনটি স্বাধীন 
(independent ) চল রাশি দিয়ে প্রকাশ করা হয়। x, У একে যথাক্রমে 
x", x°, aè এই ভাবে লিখলে, Tasia দেশের প্রতিটি fanga, (х1, x2, x?) 
এই তিনাঁট ক্রামতবান্তব সংখ্যা (ordered real numbers) দ্বারা 
aafe, лї, х?, х? এই তিনটি ক্ামতবান্ভব 
ন্রমাত্রক দেশের fisa বিন্দ; পাওয়া যাবে। তাই, (x, ০2 хз) এই 
তিনাঁট ব্লামত-বান্তব সংখ্যা দ্বারা যে সেট বা দেশ (set) গঠিত হয়, তার সাহায্যে 
mias দেশকে বোঝান হয়। 
(2, x, х) এই তিন-রামত-স 
একক-সম্বন্ধ (one-oue correspondence) আছে। 


জ্যামিতি ছাড়াও, বিজ্ঞানের {айги শাখায় দেখা যায্ন, aione সংখ্যা 
সেটের (ordered set of real numbers) সাথে, আলোচ্য কোন বস্তু বা 
সামগ্রীর (objects) কোনভাবে একক-সম্বন্ধ স্থাপন করা সম্ভব । সেক্ষেত্রে এই 
SNS সংখ্যা সেটের ব্যবহার বিশেষ উপযোগী 1 যেমন, ; 


; কোন গ্যাসের 
(ваз) অবস্থাকে (state), তার চাপ p, আয়তন V, তাপমাত্রা T এবং সময় r 
এই চারটি রাশির সাহায্যে জানা যায়। এখন এই চারটি aka রাশি (p ৮ 


Т, 1) কে, চারা ক্রাঁমত-বান্তব সংখ্যা (22, xt, ৯৩, >) দ্বারা প্রকাশ বরা সম্ভব 
হতে পারে। অর্থাৎ এ গ্যাসের এক একা অবস্থাকে, (2৮1১ х, xs, х) এই afre- 
বাস্তব সংখ্যা দ্বারা গাঁঠত সেটের প্রাতাট সদসোর সাথে একক-সম্বন্ধে স্থাপন করা 
যেতে পারে, এবং এক্ষেত্রে স্বাভাবিক ভাবে, এ গ্যাসের অবস্থাকে, 
একাঁট চতুম্মাতরক অবন্থা বলা যায় 1 সুতরাং (А2, x2, x, х") এই 
সেটের সাহায্যে গ্যাঁসয় অবন্থা বোঝান যায় । 


61 nafas দেশ (n-dimensional space) 


বোঝান যায় l 
চল রাশির Tales মানের জন্য, 


(state) 


স্থানাঙ্ক KS] 165 
А 
т এই ধরণের (ха, x, 5৪. =!) চারটি ало সংখ্যা দ্বারা গাঠিত সেটের 
M ; 
এ থে সেট হা দেশকে বোঝান হয়, তাকে БАЙЕР দেশ বলে। এই 
q আরও বিভিন্ন উচ্চ মাত্রার দেশের উদাহরণ পাওয়া যেতে পারে | А 


ত্রিমান্রক দেশের ধারণাকে সাগান্যীকরণ (generalisation) করে, /-মান্রিক 


দেশের ধারণা করা যায়৷ 


যেকোন азр বা সামগ্রীর সেটকে (Set of objects) কোন উপায়ে 
(х1, x? ... XP) এইরুপ মশ্কামত বাস্তব সংখ্যা দ্বারা গাঠত কোন সেটের সাথে, 
যাঁদ, একক-সম্বন্ধে স্থাপন করা বায় তবে নেই ағу বা সামগ্রীর সেটকে £ 
মানিক দেশ বলা হর। n mias দেশের | অথাৎ л মাতক সামগ্রী সেটের) এক 
একাটি সদস্যকে বলা হয় এক একটি বন্দ, মানিক দেশের বিন্দগহৃলিকে 
(илин কোন একটি АНЕ উপরে жк о ৪5 
সংখ্যার সেটের সাথে ্কক-সদ্বন্ধে স্থাপন করলে? সেই анг (বা সম্বষ্ধকে) 
(correspondence) একাটি গ্থানাওক-তন্ত বলা হয় এবং x5 x°... x এই 
tata সেই, তল্দের স্থানাঙ্ক বলা হয়। ৫" хау тта গলির কোন 
নাট: মানের জন্য (xb 2... x") কেবলা হয়; এ দেশের কোন Тате 
বিন্দুর স্থানাৎক ৷. 022527) এই ক্রামত সংখ্যার বিভিন্ন মানের জন্য যে 
fea বন্দ; পাওয়া যায়, তাদের নিয়ে যে সেটটি গঠিত হয় তাকে বলা হয় 
একটি їйє স্থানাঙ্ক তন্ত AS (coordinate system) 7-মাতিক দেশ। এই 
© (system) XSA বলা হবে। 

nmi দেশের স্থানাঙ্ক তন্দের ধারনা থেকে, স্পষ্টতই বোঝা বায় বে, 
কোন ॥-মাঁিক, দেশের বিন্দু SLES ॥-মংখ্যক ক্লামতবান্তর সংখ্যা সেটের 
সদস্যের সাথে, একাধিক উপায়ে একক-সদ্বন্ধে হ্থাপদ করা সম্ভব হতে পারে । 


অর্থাৎ কোন ॥-গাঁতিক দেশের একাধিক দ্থানাৎক ভন্ থাকতে পারে ! 


(Trnstormation of Coodinates) : 


62. স্থানাক্ষের রূপান্তর 
| 
মনে কার স তন্ত্র sS একাট ॥-মাত্রিক দেশ আছে যার বন্দ; গহাীলকে 


xn), T= Ы) 5 (6.2 i) 
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এই রক ॥-সংখ্যক একমান বিশিষ্ট স্বাধীন অপেক্ষক (single valued 
independent functions) দেওয়া আছে, 


যারা প্রত্যেকে (yi গুলি) xt, 
raaa ৯" এই চলরাশি গলির বহুল অপেক্ষক। উপরের সমপকরণ গুলিকে 
সমাধান করে, যদি 


хі = xi (у, y, ০ ০) ТО К) 


এই রকম "সংখ্যক একমান বিশিষ্ট অপেক্ষক 
পাওয়া যায়, যেখানে প্রতিটি xi কে y1, уз 
তবে (6.2 i) সমীকরণ গুলিকে, 
Coordinates) বলা হয়। 


(6.21) 
(single valued function) 
> ` ° : 2” এদের দ্বারাপ্রকাশ বরা যাচ্ছে, 
RATIA রূপান্তর (Transformation of 
ЧОМИ এ /-মারিক দেশের প্রতিটি বিন্দুর জন্য 
(9, yh ss.) щй naio 4189 সংখ্যা পাওয়া যাবে। অর্থাৎ 
СУУЗ yn) এই п-ва সংখ্যার সেটের সাহায্যেও, à ম-মাত্রিক 


দেশের বন্দ; গুলিকে প্রকাশ করা সদ্ভব। (и, ১০১ ...у") কে বলা হয়, Q 
দেশের Y Soa কোন বিন্দুর স্থানাত্ক। 


Л 
সমীকরণ গলির সাহায্যে, কোন বিন্দুর Хэ (৮১৬৯ ০০০৯ апаты এবং 


Y ea (00৯০, `y”) এই স্থানাঙ্কের মধ্যে রূপান্তর হচ্ছে। অর্থ (6.2 i) 
সমীকরণ গলির সাহায্যে কোন বিন্দুর (axa, x 


* ০৯) алате, 
বিন্দুর (y১,  ---- у") দ্থানাতক হবে । এ একই у 


এখন, 32, 3, ..., у" এরা প্রত্যেকে পরস্পর স্বাধীন চল qia 


əy’ 


; дхі f হবার দরুন, 
FE $; হবে এবং অনুরূপভাবে 8১ 5: হৰে। 


আবার সহজেই দেখান যায় যে_. 
2 ду? ду‘ Әх? 
942১48494৯5 
ду7 _ дх® дуў 
СаПа দেশের প্রতিটি বিন্দুর, (x, 23, .. 
(6.21) এর সাহায্যে রুপান্তরিত হয়ে, (2, 78, .. , 


А 1, 5 
এবং 8 = б әз оуу 


চ্থানাৎক SA 167 


{5 (6.2) কে বলা হয় (6.21) এর বিপরীত রূপান্তর (Inverse transfor- 
mation) 1 এইভাবে 918 4 জন্য যাঁদ স্থানাণ্কের রূপান্তর হয় এবং 
যাঁদ বিপরীত রূপান্তরও পাওয়া বায় তবে ওপরের (6.21) এবং (6.21) কে গ্রাহ্য 
রূপান্তর (admissible transformation) বলা হয়! দুটি তন্রের গ্রাহ্য 
রূপান্তর হলে, তন্তরগুলিকে গ্রাহা-তন্র বলা হয় (Admissible System) | 

মনে কার, কোন একটি Po বিন্দুর স্থানাঙ্ক, X ও Y w ЗЯ 
(AQ. X02, ০.১ x n) @ (yal. 00৯ o 20") এবং স্থানাঙ্কের রুপান্তর হল 
(6.2 i) ; যেখানে у? (2, ...› х") এগুলি প্রত্যেকে একমান বিশিষ্ট অপেক্ষক। 
ধরা যাক, নযানতম পক্ষে, Уб SKT প্রথম ক্রমের আধধীশক-আন্তরকলজগণল 


( чек, 2... ইত্যাদি, এগুলি ) বিদ্যমান এবং ояда সম্ভত। AL 


Ре: (ха, ৯০০, с... хат) বিন্দুর সামীপ্যে প্রয়োজন মত কোন ক্ষুদ্র অগ্চলে' 
টেলর Caña বিস্তার নিয়ে, প্রথম ক্রমের পদ আব্দি লিখলে আমরা পাইল 


i ; j i [ 9° t 
oir DE GE En БАШТ (621) 
әу! t ду! 

যেখানে (8) хы 9119 হল, р, বিনতে буу এগদলর মান! 

অতএব, P, বিন্দুর সামীপো প্রয়োজন মত কোন йб, থে কোন 
(ал, аот) বিন্দুতে, (6:27) সমাঁকরণ иеге (6.21) এর মত, 
রোখক রূপান্তর মনে করা যায় (зеде: (6.2 77) সমীকরণগণাল tatas 
সমীকরণ )। এখন йде qenata ক্ষেত্রে আমরা জানি যে, (6.2 ii) সমীকরণ 
Мет অনন্য সমাধান থাকার, প্রয়োজনীয় ও qad শর্ত হল, (6.2 iii) 
সমীকরণ গলির, সহগগুলের ছকটি শন্যে না হওয়া! чей, 


әу! 
| (2517 |°! 
এখন, (6.2%) Яй идете (বা (6.21) কে) সমাধান করলে, xi 
"Дег yi গুলি দ্বারা লেখা যায়, বা এক্ষেত্রে (6:2) হবে। সুতরাং আমরা 
দেখলাম যে, কোন Po বিন্দুতে, যথেষ্ট কোন ক্ষুদ্র অঞ্চলে, (6.21) এর বিপরীত 


ә»! 
রূপান্তর থাকার শর্ত' হল, (1) @ RAS 8, এগঢল সন্ভত হবে এবং 
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(2) a] এই ছক শল্য হবে না। এইভাবে, senfas দেশের প্রতিটি 


বিন্দুর জন্য যদি (6.2 i) এর বিপরাঁত রূপান্তর থাকে তবে, 9” এগুলি প্রতিটি 


Әх) \ 
у | ду" 
হি ছক শুন্য হবে না। 51 
এই ছকটিকে, (6.21) রূপান্তরের দ্যাকোবিয় (Jacobian) বলা হয় এবং একে 


সাধারনত J অক্ষর, {лш বিকাশ করা হয়। মানিক দেশে (6,21) রূপান্তর 
গ্রাহ্য র.পান্তর হলে] ৯01 dik i 


"з. দেশটিতে মনে করি) CPU и ১১৪ (A, ০০ x") এবং 


গপান্তর নেওয়া হল।. এক্ষেত্রে, 


১2) 2৮122) „..,х")] 


Ta zi = 2 (৮ 
Ts: z£ = ш [Xx 
এই রপান্তরকে, T; ও গার 


ет লে কল даре, এবং একে 
а ть р, লেখা ইর। “খানে T, এর সাহায্যে, “(-তন্যের স্থানাঙ্ক 2-তন্মের 
ERIGE রুপান্তরিত হচ্ছে। টিটি Sen, н ылыы; গুলি 
15981715838 

I, = |92! | 


j =a ду _ Jaz রা р 


| 97 Əx;| a 1221 J.J, RAI 
এবং স্পন্টতঃ চট Ha গ্রাহ্য ШШЕ হবার ফলে, Т, গ্রাহ্য রূপান্তর হবে। 
মোহিক দেশে эы ы, পার গড়ল নিরে একটি সেট গঠন করলে 
সিডি আমরা নিত বং লক্ষ্য করতে পারি: 
9) a an aonana ATE, একটি গ্রাহ্য রপান্তর হয়। 
у এই some এ সদস্য॥ এই রুপান্তরটির 
6০8 Теа T এর না Тет হবে। [কে 
বলা হয় অভেদ রূপান্তর (Identity transformation) 1 
(9) ত naaa বিপরাত গপান্তর 'আছে,' কারণ সেটের প্রতিটি 
яия: গ্রাহ্য! ‘পান্তর р যেমন-- যদি Т уйды; (ат, ৯2১০) 29) হয়, 
„з ; этая, Шз И? уш |$ 
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TTA 
"= হবে। (এক্ষেত্রে Те Т-1 д গুণফলের জ্যাকোবয়ান ! হয়, 


আং 
গর অধ্যায়ে অনুশশীলনপতে আছে। ) 
4\ 
s তিনটি রূপান্তর Ta Ta T, এর জন্য: Ts (Te T3) = (Ta Ta) T, 
1 
нети জানি কোন সেটে এই ধর্মগ:লি থাকলে তাকে গ্রুপ (group) 
к! আমরা দেখলাম, কোন ॥-মাত্রিক দেশে চ্ছানাত্ক SaNi সমন্ত 
a গপান্তর গুলি দ্বারা যে সেট হয় তা একটিগ্রপ। সুতরাং, যে কোন 
২২ SE থেকে, কোন গ্রাহ্য রূপান্তরের দ্বারা সর্বদাই, অনা গ্রাহ্য তন্ত্র নি 
করা যায়।.. y 
g পরবতী আলোচনায় আমরা সর্বদা স্থানাঙ্বে রূপান্তরের CHA, গ্রাহ্য রূপান্তর 
মনেব। ; Š 2 2৯ 
উদাহরণ s (a) মনে করি ব্রিমান্রক দেশে. X ও Y її রূপান্তরের 
TI হল? 
xt = yl sin 75095 уЗ, x? = yl sin у? sin y’, xš = у! cos у? 
SAR 3> 0; 0 <у <m OY <2т 


J = Z| | зіп уЗ соѕ у ` sin y° siny? + cos р? 
ч дуў T ї নি k . 
ylcosy cos) 0 созу? sin y? —1sin у? 


8) = 
1; 253 5 


— ут siny? віп y? +y" sin y? cos ° 
= (025 sin у? > 0 

“বং বপরণত রপোন্তরহল_ 
2 = + VETTE (222 + 0005, 


ү: уш к= , 57, ДАШ = П 

এই উদাহরণে, (xL х5, х3) ও (0 y’, Y°) এদের যথাক্রমে, কোন বিন্দুর 
শম্বসকাতিয় স্থানাংক ও গোলায় স্থানাৎক (spherical coordinates) বলা হয়, 
এবং সাধারণত এদের যথাক্রমে (x, » 2) ও (r 0, Ф) এই ভাবে প্রকাশ 


করা হয়। 


78 = tan 
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>| এই ফাঁট শুন্য ЖАЗП! এইভাবে, ॥-মান্রিক দেশের প্রতিটি 


বর =m যদ (6.21) এর বিপরীত রুপান্তর থাকে তবে, д> এগুলি প্রতিটি 


বিন্দুতে সন্তত হবে এবং প্রতিটি বিন্দুতে E z] 


әх) 


+ # = yi gal 5 x") এবং 
23”) এই রকম দুটি গ্রাহ্য রূপান্তর নেওয়া হ হল 1 apun 

522"), уза, sa X”), a, pixi, a xn) 
ই TORG, Т, ет, ЧОП গুণফল রূপান্তর বলা হয়, এবং একে 


a = T, T, লেখা হয়। এখানে Т, এর সাহায্যে, Хы FATF Z-A 
RRE রূপান্তরিত হচ্ছে। এখন Т ту 


Та: 28 = ГАУ (xt, 


Ts রূপান্তরের জ্যাকোবিয় গুলি 
АҸТ J, 15, J, হলে, রি 
2.102" д2! ду“ 2 2০] | у* k i 
Da |= |22 >| >Y s| = 39 হবে t 
এবং স্পস্টতঃ T 


20 প্রা লা হর ক т, 


৪ ও গ্রাহ্য রূপান্তর হবে। 
"ПШ দেশে সম алау রূপান্তর গলি 


৮৮০০০ 58) ইর, 
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т=з 
=I 41 (এক্ষেত্রে Те Tag গুণফলের জ্যাকোবিরান ! হয়, 


সাগর অধ্যায়ে অনুশগলনশতে আছে ! ) 

হবে а রূপান্তর T, Ts Т. এর জন্য: Ts (Т. Tı) = (Ta т) Т, 
l 

আমরা জানি কোন সেটে এই ধর্মগলি থাকলে তাকে গ্রপ (group) 

“লা হয়। আমরা দেখলাম, কোন /-মানিক দেশে স্থানাৎ্ক তন্মগুলির, সমন 

TRI রুপান্তর গুল ছারা যে সেট হয় তা একটিগ্রপ। ят, যে কোন 

отв থেকে, কোন গ্রাহ্য রূপান্তরের দ্বারা সবাই, অনা গ্রাহ্য © নির্ণয় 
WM 


পরবত আলোচনায় আমরা সব'দা AINI রূপান্তরের ছেরে, д9 রূপান্তর 
ধরেনেব। 
š উদাহরণ £ (а) নে করি fantas দেশে, X e Y তলের রগান্তরের 
নয়ম হল } 
সং = yl sin yacos y’, x? = y! sin у? sin 2, xš = J! cos y° 
0১ 0 < 3 এগ, буе 
Күмөн тоса j 


= [8৮] A sj sin y? cos y? sin y? sin y? + cos р? 
9) 1 = ; a 

; | 359052৫097৯ 0095 ysinys 5 у? 
LJ = ib 2, 3 | 5 


— у siny’ віп y? + у? sin у? cos 3% 
= (21)2 sin y? Z 0 

এবং Rome রূগান্তরটহল-- 
2 = + VOTE (29) + ОЯ, 


ji 1\2 22 = х 
2% = ап-1 м1)? 77 2 -j = iant з П 
х 


এই উদাহরণে, (ат, x, х9) ও (pt, 2৯১১) এদের যথাক্রমে, কোণ বিন্দরে 


чы TS тас ও গোলায় দ্থানাগ্ক (spherical coordinates) বলা হয়, 
এবং সাধারণত এদের যথাক্রমে (x, Ж» 2) ও (7,0, $) এই ভাবে প্রকাশ 


1 


170 GST রর 
উদাহরণ (b) মনে কার p: 


' TAR 
= ай xi, ij = 1,2, ০, 
যেখানে aji এগুলি ধ্রুবক এবং 


J: 


n 5 š 
12 аў ай = 8 | 


এক্ষেত্রে J= s| = latan] 5197, 
এবং 57112118715) 


এখন। 
TEN J 2 0, এবং প্রদত্ত সমীকরণ গুলির বিপরপত রূপান্তর আছে। 
প্রদত্ত সমা: 


করণকে ay দিয়ে গুণ করে? এর সাপেক্ষে যোগ করলে #108 — 
n 4 z # н N? ç Я 

5 уі t= 2 байх 87 хі xh | 

7 yay iS ар a; у 


অথাৎ, x =5 аі уі এই সমীকরণ গুলি হল বিপরত রূপান্তর ৷ 
i=1 

পান্তর for- 
এই উদাহরণের T নিয়মকে লম্ব-রুপান্তর (Orthogonal trans 
mation) বলা হয়। 


от. 
°З ত্ৰিমাত্ৰিক ইউক্লিভীর দেশে বক্ররৈথিক স্থানাহ্ক (Curviline 


Coordinates 


যতে), Y হল একটি লদ্ব-কাৰ্তিয়" 
FANE তন্ন, বার সাপেক্ষে afele বিন্দুর TNF (ул, уз, ১৯) এই রকম! 
хб = xi (y1, уз ya), 
কোন একটি татсан রূপান্তর সমীকরণ ; যেখানে xi অপেক্ষক গল প্রত্যেকে 
একমান বিশিষ্ট (single valued) এবং yi х К. 
যোগ্য, এবং 
fame জ্যাকব অন্তরকলন 


= (әхі 
155 


Зо 


* 01 


চি =Ҹ 


ছ্থানাগ্ক em 171 

সংতরাং প্রাতীট বিন্দুতে বিপরীত রুপান্তর আছে। এই বিপরীত রূপান্তর 
সমীকরণ গল মনে কাঁর y= (১ х5, ৯), i= b 2, 3 1 এখানে 
নতুন X-en, E, এর প্রতিটি বিন্দুর (৮, = a°) এই রকম ЖГНЕ বন 
অর্থাৎ কোন P বিন্দুর 


ই зей [Фф (curvilinear coordinates) | 
уз) হলে, এ বিন্দুর 


শদ্ব-কাত'য়- (rectangular cartesian) #191 (025 
ব্ধরোখিক স্থানাঙ্ক (х1, х2, х3) হবে 1 


এখন ха, аз, ха রাশিগনীলর যে কোন একটির মান ধ্রুবক হয় যাঁদ অন্য 
SÜ রাশি fafon মানে পাঁরবার্ত'ত হতে থাকে, তবে аата দেশে সাধারণভাবে 
একাট বরুতল aiò করবে। এই বরুতলাঁটকে বলা হয় একটি দ্থানাৎক-তল 
(a coordinate surface) | যেমন = (was) হলে একটি বরুতল 
পাওয়া যায়, যে তলের সমন্ত বিন্দুর х1 হ্থানাত্কের মান ৫1 {шәр >, х 
্থানাত্ক-দয়ের মান বিভিল্ল। এইভাবে x° = cs এবং x° = cs এই রকম 
আরও দুটি স্থানাঙ্ক তল পাওয়া ঘায়। দেখান যায় খে? J 70 হওয়ায়, এই 
Ш বরুতল একটি মাত্র বিন্দুতে পরস্পর ছেদ করতে পারে, যার 97189 
тыш Са) 1 cy Cas C3 এর মান গুলি 'ভিন্ন রকম নিলে, তিনাঁট ভিন্ন 
'ইানাডক-তল পাওয়া যায় যারা ভিন্ন একটি বিন্দুতে পরস্পর ছেদ করে! বিপরীত 
Жа P যাঁদ একটি дөй বিন্দু হয় যার বরুরোখিক ses (es Са» Cs), তবে 

P বিন্দুতে যে তিনটি স্থানাঙ্ক-তল আছে তাদের সমীকরণ যথাক্রমে 


ха (у, уз, уз) = сь 3 (у, 9, 2%) = Cs 


এবং х2 (ут, у, 08) = Cs П 
ЧӨ E, তে, কোন তিনটি নাট aA একটি 'নাদ্ট Tamar 
“বং বিপরণ্ত ক্রমে প্রা বিন্দুতে, নিদিষ্ট তিনটি স্থানাত্ক-তল আছে॥ 
) একটি hio ө! Q বিন্দুতে 
н দন স্থানাঙ্ক-তল একটি বরুরেখার ছেদ করে এবং এই বক্ুরেখাকে একটি 
তক-রেখা (a coordinate line) বলা zal 
হানাক-রেখা পাওয়া যার, A 
хз = ca, # = бү l 


1 
৯1১28 = буз x? == б, X° == бз! 


x: 
ч 
কোন একটি ্থানাত্-রেখার বিন্দদ গুলির কেবল তৃতীয় ӨК тї 
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বিভিন্ন। যেমন *! сда ৫ স্থানাঙ্ক রেখাটি x! দে ও x° ТА 
এই দই ANET তলের ছেদ রেখা এবং এই. রেখার 'বন্দুগলির জনা, কে Е 
22 এর মান বিভন্ন, কিন্তু x! ও уз এর মান с, еса তাই এই ЫГ: 
রেখাকে বলা হয় =-স্থানাৎক রেখা । এইভাবে ARACE АНЕ 
Em x2, x° গুলির মান EAS যাদের মান যথাক্রমে су ও ৫৪ এবং নত 
রেখার প্রতিটি বিন্দুতে x, x3 EIF হবে যাদের মান с, ও ol ঠা 
RSA রুপান্তর সমীকরণ গুলি জানা থাকলে, E, এর প্রাতাট বি f 
তিনটি করে ্ানাত্ক-রেখা পাওয়া যাবে এবং কোন (х2, x2, х). বিন্দুতে স্থানা 
ЧЧ, এ বিন্দুর ওপর নিভ'রশীল হবে | ire jap 
উদাহরণ ITA, মনে কাঁর 


TASAF 
j À б š; = x1 cos x 
У = xl sin x2 cos x°, y? = x1 sin x? šin x9, J = x: 


‹ ie 
এগাল হল, লক্বকাৰ্তয় эпитет (0৮, 52, эб) এবং গোলায়-হান ; 
x°, х2) এর রূপান্তর | 


(Spherical coordinates), (б, 


গা. বিদ্দদ। ১০৫ হল একটি 
দিত ар ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি গোলকের পঞ্ঠিতল ! 
x° = < আরেকটি স্থানাৎক-তল, যা একটি শক্কুর প্‌ণ্ঠতল । এই শঙকুর 
Ае: 0। এবং еуез রো) বিন্দুতে অপর একটি ar 
ч. 
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হল xš = 

Ж = B, যা একাট সমতল । এই সমতলটি у! অক্ষের সাথে ৪ কোণে নত 
সং” аай | | 
чї q Х\ = a, 22 = 4 হল 2 স্থানাঙ্ক রেখা ৷ এই х" দ্থানাণক-রেখা 
з বৃত্ত যার ব্যাসাধ asina এবং কেন্দ্র 7 অক্ষের উপর অবাচ্থিত। 
ац ৯8 = হল О এবং P qen একটি সরলরেখা। এটিই x' 

р রেখা । এইভাবে x: = В, x: = а হল җе: রেখা, যা একাঁট 

‘ও এবং এর ব্যাসার্ধ а এবং কেন্দ্র O | 


6 অঙ্ুণীলনী 
9 amas দেশে Хе Y তন্দের স্থানাঙ্কের রূপান্তর হল _ 
У x: cos 22১02 = xl ѕіпх?, y? =X; 
(২১0, 2z 2 x° 2 0, x° > — %) 
জ্যাকোবিয়াট শূন্য নয় এবং এক্ষেত্রে বিপরণত রূপান্তর নির্ণয় কর। 
› xX?) কে বেলন স্থানাঙ্ক (cylindrical coordinates) ও (2 75 2°) 


দেখাও যে 
(ns 
কে কাত 
Q "1% wtatsq বলা হর এবং এদের সাধারণত, ঘথারুমে (r, 0, z), (৮১ 2) 
শিখা হয় । ) 


উঃ চিএ ৬: 2 
х = удуй + уйу ° = an Dra х=) 
(2 
) মানিক দেশে __ 
8 
EE জরা রা а 
УЕ 987 তত Р УВЫ УЗА УЗ 


(3) Баі দেশে লোরেঞ্জ রূপান্তর (Lorentz iransformation) 
{ রঞ্জ রূপান্তর 7 


ইন; 
M= (৮৮ _ ух), у = zs, y = 
= в (5а): 

মে + 

খামে ৪ = 


(1 = vz | es) š এবং v ও с 44% 1 


1⁄4 ভেক্টর কলনাঁবদ্যা ও Сб 
বিপরীত রূপান্তর নির্ণয় কর এবং দেখাও যে рабат দেশে সম্ত লোরেগ 
রূপান্তর গল, একটি গোচ্ি (group) i 


উঃ (» = вох + узо), ০০০9০ 
x = 8 (৮+৯৯)।) 


(4) amis দেশে айя, চ্থানাত্কের রূপান্তর ১: ajx হয় (৫, j = б 
en) যেখানে aji গ্দাল ধ্রুবক এবং | ৭; | = —1; তবে দেখাও ® 
হি АД গ্রুপ (groupl নয়। 
(5) ॥-মাৰক দেশে যে কোন দুটি বিন্দু Pae P, এর ерт ХӨ Y 
«оп যাঁদ етл P,: (x), Pa: (ха) এবং Ру: (1%), (Pe : (ys °> 
(= 1, 2, ... п) হয়, তবে প্রমাণ কর — 


ЧЕП লন্ব-রুপান্তর হলে 5 (x, хай) 2 (уі уй?! 
i=] i=l 


(б) amies দেশে বেলন mine জন্যে, ভ্থানাগক তল ও ছানাগ্ক ANGT 
আলোচনা কর। 


зз অধ্যায় 


টেন্সর 

з €ক্ষলার-অবিচল (Scalar invariant) : 

মনে কার ॥-মাত্রিক দেশে F (P) হল, Р fana একটি বিন্দু অপেক্ষক 
(Point function), যার মান কেবল P বিন্দুর উপর নিভরশীল। ॥"্মান্রিক 
ত কোন Хед, যদি Р বিন্দুর স্থানাঙ্ক (X, ৯*, eee xn) হয়, তবে 
অপেক্ষকাট 2, 22, :.. x" এই চলরাশিগডলির অপেক্ষক হবে। ধরা যাক 
Xua F (P) এর রূপ / (3, х2, ... х") 1 এখন, মনে করি P এর চ্ানাঙ্ক 

1 7; 
A К ভু x"), (6.21) এর সাহায্যে রূপান্তারত হয়ে অন্য ү- 
o DE 7) হলে, f(x ০০, ... xn) অপেক্ষকটি AS হয়ে 


F (P) 


(и, у?, ас 2") হয়। gafe g (1, 32, ০০ y”) হল Ү- F (P) বন্দ; 
% 
রগ afg. 
£ (ул, уе, ун), xt (yt, ০8,০১০, ০০০ э” (9৮১৯ ০০১] 


= @(у1,у%,... J”) 1 (7.11) 

এইভাবে afoj Pigo, Xara /এর মান ও Yaa ৪ এর মান 

টা, অথবা ধরা যেতে পারে যে 7, g এরা হল যথাক্রমে Хе Y 90 

) ez অপেক্ষকটির উপাংশ ৷ এইভাবে দ্থানাণ্কের রূপান্তরের মাধ্যমে, 

XA F (P) এর উপাংশ পাওয়া যায়। এই ধরনের a অপেক্ষকরে 
® স্কেলার afma (Scalar invariant) বা স্কেলার MAPS l 


নিন একটি তন্নে, একটি দেকলার অবিচল জানা থাকলে, অন্য থে Е 
হানা, স্কেলার আঁবচলাটকে, হ্থানাণ্কের রূপান্তরের সাহায্যে ao 
“কর রূপান্তরের ফলে কোন স্কেলার আচলের মান অপরিবর্তিত থা? 


бтр л = уі cos у? 
ха হরণ স্বরূপ, ধরা যাক E, তে স্থানাণ্কের রূপান্তর হল * =” 


“sin ya, уа уар (এখানে (৮ ৯৪) হল লদ্ৰ qisa- 
б Е 
এবং (১,১৯১ ছল বেলন ТАГ 1) 
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মনে কার, চ্কেলার আবচলটি হল, মূল বিন্দু থেকে P বিন্দুর TAR l 

অর্থ 
f (x1, х2, x?) = м {2j 47 (x2)2 -- (хз) } 


> 81075 y, y?) = f (x), x1, x3) 


V (07 ০১১2 + (у sin ye + 09) 
= М{ (yì)? + (y32)1 


72 সহচল এবং প্রতিচল ভেক্টর ( 


vectors) : 
Z2À সহচল ভেক্টর (Covariant vectors) : 


সংজ্ঞা ঃ X-a যদ, Ui (50) xè, ০০০১), n সংখ্যক অপেক্গকের নেট 
‚п 
হয় এবং ছ্ছানাণ্কের গ্রাহ্য রংগান্তর দ্বারা যুক্ত Үз жй gin, v; (07, у .. )), 
п সংখ্যক অপেক্ষকের সেট হয়, যাতে 


Covariant and Contravariant 


h 
UB FE чо. y”) = ир (X1, х°,... X) Әх" 


ay’ | 
12017282875 (7.21) 


B 


এবং এই siqa এইরুপ সমস্ত Уза অন:সঙ্গগ n সংখ্যক অপেক্ষকের ক্ষেত্রে যদি | 
সত্য হয়, তবে 11106775188 xn), AE PS n) এগান়নলকে Х-001 
একাট সহচল ভেঙ্রের উপাংশ (components of a covariant vector) বলা 


ই এবং 9) (yh ১৮, ০০৭ у", ü= 1,2,...n) asiqta Үгет এ 
একই সহচল ভে্টরের উপাংশ বলা হয়। 


এই সংজ্ঞা sami, %-তন্মে ॥; аја দ্বারা এবং Y-e(m wam 
(corresponding) y, গণীল দ্বারা একই সহচল ভেঙ্ইরকে বোঝান হয় । সহচল 
ভেক্টর mia 'নয়ালাখত ধর্ম গাল লক্ষ্য করা যায় = 

(1) (7.2 i) aai অন্যোন্য (reciprocal), অথাৎ 

чий, ха, у 


k . 
> сту эў: (589,878 
x 
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কারণ, (7.2 ; ду 
গণ, (7.2 i) কে ৪ দিয়ে গুণ কবে এবং ? এর সাপেক্ষে যোগ করে পাই 


Уу (07) «ауа k axt Әу 
1 , >... হি 4 i 
у") КЫ: (x, хї,... X”) эур ох) 


বা vi (у, »?, ..‹ у") 


বা w 2 - 
0, уз... уп) т = Uj (х1, x°, eea A”) 1 


ы ধর্ম অন[যায়ণ বলা যায় যে, X ও Y যে কোন W. esa sf গ্রাহ্য 

উপাংশ а IE হয়, এবং এদের যে কোন একটি তন্মে কোন সহচল ভেষ্টরের 

ই এলো যদি জানা থাকে তবে একই রকম সম্বষ্ধের সাহায্যে, অপর তঙ্মাটতে, 
অন:সঙ্গী উপাংশ গুলি নির্ণর করা বার 1 


(2) যে কোন দুটি em Y ও Z এ সহচল ভেক্টরটির উপাংশ গলি যদি 


Я ри, уз, ул) ও ву (22, 25. 27 (0—0 ОШ 


এগ: 
শীল হয়, তবে তাদের মধ্যের সম্বন্ধ অনুর হবে, অর্থাৎ 


h 
Wi (21, 22 pn) е, @=1„2,...")1 


neee Zn) = yp (91505 ০ 
< 


k 
কারণ, সংজ্ঞা অন্যায় Wi = Uh ন এবং Vi = Up Gy 


এখানে সহচল ভৈরের যে ея লক্ষ্য করা হল, তাতে ধোঝা যাচ্ছে যে, 


লতার উপাংশ গলির মাধ্যমে করা বামন, 
Укра педа ধারনা বিভিন্ন 0 দলি {аў একটি নিয়ম (725) 


tl বিভিন্ন sug সহচল ভরের উপাংশ গং কোন সহচল ভে্রের 
শীটলে। যে কোন দুটি e Xx €Y ER হয় বলে, (7825) কে 
পাংশ গল (7,2) সমীকরণ ЛЕМ দারা 95 
Га (covariant law) হলা হর | 
12 


178 сабя কলনাবদ্যা e юм 
উদ্নাহরণ а. Xea মনে কার for х, о.) একটি ФЧ 
আঁবচল (scalar invariant), যার রূপ Үз g D, 08, СТ хәй 


বং 
ENUA ы a ТТА এই ॥ সংখ্যক অপেক্ষক নেওয়া হল 8 


ча l 
অনুরূপে Үхээд, 227 2. hx 2 এই অপেক্ষক Деге নেওয়া হল 


আমরা জান যে 
OEE 0 RE бшш ООР. কি 2,711 
0 ai U E= f > i= bio 
af 25 тне 
এখানে যাঁদ =; = ш এবং giz লাখ, তবে উপরের সম্বন্ধ яй 


Yi = up о (b k = 1.2... .n) এইভাবে লেখা যায় 
অর্থ, X-sGa £ এবং Үз рг); ania (8৯ 15 2, ... 7), সহগল 


ভরের 
নিয়মে রুপান্তীরত হচ্ছে। সুতরাং м сеа Х-ыгп একট সহচল ভে্টরে 


д5 2 
উপাংশ এবং от “mia Yaa Aaga ভেই্রটির উপাংশ।  :এ 


ভেষ্টরাটকে স্কেলার অবিচলাঁটর গ্রোঁডয়েপ্ট ভেষ্টর (gradient vecter of 
scalari বলা হয়। অর্থব, কোন ক্কেলার আঁচলের গ্রোয়ে্ট ভেষ্টর একা 
সহচল ভেক্টর 1 


128 প্রভিচল СӘ? (Contravariant Vector) : 


Mal: X তন্রে বাদ, шї (x1, ৯৪, ... 2%) яе] সংখ্যক ЫЛ 
একাট সেট হয় এবং দ্থানাচ্কের গ্রাহ্য রূপান্তর ছারা qg ' -তন্তে ai 
Yu, yt, , yn) ATE সংখ্যক অপেক্ষকের সেট হয়, যাতে 
v (у У. сулу ив (х1, ২৪১০০ хт) СУЫ 

Əxh ° 


(21.2, .. Й 
(121) 


“©, wami n সংখ্যক অপেক্ষকের 
Баа н) (83717 2, .. . n) «е 


এবং এই স্চ্বন্ধ এইরূপ সমন্ত ү 
ফক্ষত্ৰে যাঁদ সত্য হয়, তবে 1 


r N 


я 179 
Хед একি afosa ভেইরের উপাংশ (components of а ০9018811901 
Vector) বলা হয় এবং ৮11, у... 3"), (i= 1,2, +, n) ejes 
Y-a ও একই প্রাতচল ভেষ্রের উপাংশ বলা হয়। 
সংজ্ঞা অনুযায়ী, X-ses ú গ:লর সাহায্যে এবং Y-তন্যে অনুসঙ্গ r 
গলির সাহায্যে, একই প্রাতচল ভেষ্টরকে বোঝান হয়, যেখানে দই 901 
С ба উপাংশ গুলির সম্পর্ক (7.21)। প্রতিচল ভেষ্টরের নিয়লিখিত 
АЯ ДЕ লক্ষ্য করা যায় £ 


(1) (7.2 ii) সম্বন্ধাট অন্যোন্য (reciprocal), অর্থাৎ 


иі (х1, x3, a. e X”) = 9% (0১05) .. = у") Tr’ 


কারণ (7.21) কে д^ য়ে গুণ করে এবং i এর সাপেক্ষে যোগ 
করে পাই 
k ү 7 š axi 
৫ (х, y k Cy) pa = = y (2, 72, æ’ y”) д)" д 


е a 


ах? 
ÑU uh (x1, x2, ... ১১) 87 = vi (y5 02১০০552৮08) 


বা ці (১ ৯১১,১১০) убу 5, у") F 
j = !, еә э 


пе, প্রতিল ভেইরাটর Senenin 


(2) যে কোন দুটি em Y e Zd Я 
29), ú = b 2, |. n) 


যথাক্রমে vi (ул, ০০, ...১ 71 ও wi (ZL, 2%, + 

এগাল হয়, তবে তাদের মধোর সম্বন্ধ (7.2 il) д অনুরুপ হবে, অর্থাৎ 

и К (2172) беа) 

2১০2 ИЕЫ э" ^ ; 
{ 


zÍ Я 
কারণ, সংজ্ঞা অন্যায় yi = uk নি এবং =U? Dyk 
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ав 02 һд 838 дрі әгі уа, 

অতএব 7৮ ল u EET ду? əxk == u дт? 2)5 у. avi 
প্রাতচল testaa এই ধর্মগুল থেকে বোঝা যায় যে, একটি প্রাতচল ভেক্টুরের 
ধারনা, বিভিন্ন cua তার উপাংশ গলির মাধ্যমে করা হয়, যেখানে বিভিন্ন 
তন্রের এই উপাংশ গুল একটি Та নিয়ম (7-2 ii) মেনে চলে। যে কোন 


দঃটি তন্ম X e Y এর জন্য, কোন প্রতিচল ভেই্টরের উপাংশ গুলি (7.2 ii) 
সমীকরণ গল দ্বারা রুপান্তারত হয় এবং (7-2 ii) কে বলা হয় প্রাতিল নিয়ম 


(contravariant law) } 

উদাহরণ b. মনে কার X e Y aa, 
এবং dyi, (i = 1, 2, .., 
আমরা জান যে 


যথারমে dxi, (i= 1১2১ ... n). 
п) এগাল, n সংখ্যক অন্তরকল (differentials) | 


pan ду? ° 
dyt = টি ах?, (i k = РВЕ п) | 


এখানে যাঁদ dxi = шї এবং dyi = vi লাখ, তবে পাই 


Vi = цв 41 


ах ° (bk = 1,2,...n)i 


AS X-a и? এবং Үер vi এগুলি প্রাতচল নিয়মে রূপান্তারত হয়। 
КАЧ Шах 12১ п) এবং dyi, ú = 1, 2১ —. . n), «ея 
বথাক্রমে X ও Y есп, একটি প্রাতিল ভেষ্টরের উপাংশ। 

n-as দেশে Р: (Xt x2 ০০১৮) ও Q : (৮:47 dx1, x? -- dx, ০৪ 


x” 4 dx”) দুটি িকটবতপ faez; হলে, dxi CONGA PQ সরণ toaa 
উপাংশ বলা হয়। অনম্র,পভাবে dyi এগুলি হল Y-তন্দে РО সরণের উপাংশ ৷ 


অতএব দেখা গেল যে সরণ tesa একটি প্রাতিচল ভেক্টর 1 

উদাহরণ с: fanfar ¿ma লণ্ব-কাঁতিয়-স্থানাঙক এবং বেলন দ্থানাণ্কের 
রূপান্তর £ 

xii yt cos у? ра 2 у! sin J, ЗР y. 

মলে কার 7 একটি egona আঁবচল । aapjes Х- еш, / এর 


y = 


টেক্সর 181 
ôf af 


3, 13 


গ্রৈডিয়েণ্ট абста উপাংশ গুলি ? 
у. 


এবং Р 
বেলনা gag Y-তন্যে গ্রোডয়েম্ট ভেক্টরের উপাংশগুলি 


а ১8712 
дәуі’ 072১ ду? l 


উপাংশগহালির সহচল রূপান্তর নিয়ম অনয 
CEA af ə af 6০৯08 8 sin 2°. 
0 x 


ə = 3x д у! 1655 
Әг ai КЗ = as চা 
= е! уі sin y? +8537 соз у 


дуй әх? ду? 
2/ Ооз д! | 
ду" 92275 m FEY 


উদাহরণ а: xi = ай yi এগুলি, যদি Х ও Y 999 রৈখিক ma 


БА 
“п (lincar 711 transformation ) হয়, তবে. দেখান 
যে, সহচল aga ও প্রাতচল নিয়ম অভিন্ন । 


М ধান £ মনেকার  তন্রে এবং ॥' এগুলি ЧӨ একাঁটি সহচল 
ও একটি প্রাতচল сәд উপাংশ এবং) NE মনে করি তাদের 


₹শগ্যাল যথারুমে % wi | 


তার ЭТ তত রা 
.. а = б^ এবং v= аз! 


এখন д а 7,9 
ayi = 3y (ag yh) = ай Sik = ail 

м =, СЕ = (7.217) 

| 767 

> প্রদত্ত স্থানাঙ্ক রূপান্তরাটি বেহেতু রৈখিক লদ্ব রূপান্তর, সুতরাং 

s, y 

হিল 2 ат, 8, JAL অতএব প্রদত্ত রূপান্তর সমীকরণ গুলিকে ay দে 


Rer 
করে এবং? এর সাপেক্ষে যোগ করে নিদ্নর:প সমাধান পাংয়া বায়! 


5 n 
2 аі хі Ë aiai yÍ = 8; J ХУ a, л* = y 
im পাতি ay ap y = ëj | y বা 454? ১৫১ 
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21585155852 CEES 

СЛЕ) (2 па) та Еа 
= а} 
৪ i r 
аа = 9 1 

У а yi RE iv 

সুতরাং н = 0002-5 ц аў (7.2 iv) 

ja 


দেখা যাচ্ছে যে, (7.2100) এবং 17.2 iv) afes রূপান্তর। প্রমাণিত হল। 


মন্তব্য £ tons ইউক্লিভীর দেশে, যে কোন দুটি asa কার্তি'র ভদ্র 
নিলে, তাদের ছ্থানা্কের রূপান্তর রৌথক লব্ব রূপান্তর হয়। সুতরাং Es তে 
লদ্ব কাতি'র তথ্রের রুপান্তরের ফলে, সহচল ভেক্টর ও প্রাতচল сәда রূপান্তর 


Чөң হবে। এই কারণে ইউক্লিডীয় দেশে ара কার্ত'য় তম্রে, একটি ভেটরকে, 
সহচল ভেষ্টর বা প্রাতচল ভেষ্টরে পার্থক্য করা হয় না। 


অনুশীলনী 7 (A) 
1. যাঁদ aioi эе xi = 


xi (s হয়, তবে দেখাও যে 4৮ এগুলি 
একটি প্রাতচল toaa উপাংশ। 

2. $ 8% «а যাঁদ দুটি স্কেলার আঁবচল হয়, তবে দেখাও যে 
Brad ($Y) = % grad у + % grad ф. 


সণ্কেতঃ স্পচ্টতই erad (4 y) হল একটি সহচল седя যার উপাংশ গাল 


а ($ y) СС 
2০৮4 


এখন )-তচ্লে যাঁদ % ও + এর রূপ যথাক্রমে % ও ঢ হয় তবে $ (৮)৯%(%) 
এবং (у) = 4 (x). 


dip %) ( 7 7 ad 
আবার 2১৮8৬) a= ($$ ) 


© 0: >x ә 


টেল্সর 


৩১ 


| 


х7 9% 


. xj 
PF95239 i 


° 


t 


ðY 
A 


S i 
° 
э 


БЕЛ 2% 
а, 


দেখাও, grad Е(ф) = Е'(ф) -gard $, пай একটি স্কলার 


' 
4. মানিক দেশে ета mioa gE যদি, (90,3 200 


Свати আঁবচল হয়, তবে গোলয়-স্থানাণ্কে, / এর গ্রেডিয়েন্ট ভেষটরের ( [554 


উপাংখগযীল নিয় কর। 
9 б^; 
উঃ "(віп у? соз уЗ 27, f. sin y° sin 2 28 + cos J? 558? 
š „д f 
л 58 -y siny 2} 
д 
বব 8 3) 
Yt sin уз sin уз + + у sin ° cos )° Е: 
S, uig u & (= 1,25 ১71) ) айй їй, যথাক্রমে s tar 
тн ও একটি সহচল রি {жез হয়, তবে প্রমাণ কর যে / u; এক 
কলার আবচল। 
সমাধান ₹ মনেকাঁর Yara, ui @ w এর sag Sretna saa 
vi 2: 
Зу semi 035 এবং MU э! 


1 х А k = ut иі і 
i = uk г z аж = Кр, 5 


Y-তন্মে В! 91/9 


"у у; 


L 172 оп) যাঁদ 
> X wa Ai এগুলি এবং ( А i 


б 21]: 
ЧЧ হয় যাতে, Bi= јх A যেখানে |21 


“ 


তবে দেখাও যে 


গান ЮП TO 
VSN в; д>, যেখানে = |a ! 
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73 টেন্ময় (Tensor s 


ЧЕТ কয়েকটি অনুচ্ছেদে আমরা দেখলাম, যাঁদ лаш те 
7৮55 ৮5০০8150812 ৯ -%) : দেওয়া থাকে এবং য 
Хат fo (=, 2,০০8) বিশেব কতগুলি অপেক্ষক হয়, তবে Y 91 
IRAI { g; ) এই অপেক্ষক সেটির সাথে {Л} এই অপেক্ষক সেটির একটি 
রুপান্তর নিয়ম G পাওয়া যায়। যেমন / ania বাদ X-তন্নে একটি সহচল 
₹ ভেষ্টরের উপাংশ হয় তবে 

@ ৪76) ‚ ইত্যাদি। 

G রুপান্তর নিয়ম কে বলা হয় 

` transformation ` | 


নির্দি্ট রূপ আমরা আং 


সহচল ভেষ্টর, প্রাতচল ভেক্টর ছাড়াও, আরও 
› বিভিন্ন япар তন্মে তাদের রূপান্তরের 
”-মাতিক দেশে কোন вратат তন্রে কয়েকটি 
ЧЧ কয়েকটি বিশেষ নিয়মে রূপান্তরিত হলে, 


কোন বস্তু বা সামগ্রীকে (objects) অনেক সময়ঃ 
অপেক্ষকের সাহায্যে প্রকাশ করা সম্ভব এবং সেক্ষেত্রে 
(белг গাণিতিক প্রয়োগ 


ধয়োজনায়। আবার জ্যামিতির আলোচনাও এই 
টেম্সর ধারণার ধয়োগ বিশেষ “еге 1 
মনে কাঁর /-মািক দেশে, X-a 
lass. 7; 
А (х1, хз. |. ӨЗ gui eS ₹ = 1.2, Sean) 
এই п” সংখ্যক অপেক্ষকের একাঁট সেট আছে, খাদের ২-তচ্রে xr সংখ্যক 
অনঃসঙ্গগ (corresponding) অপেক্ষক গাল ইল 
5 ТУ 
в (2, 3°, ... yn), ৬ = 
гыз r 1, 2 п); এই রকম 


দি ক 
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এখন (621 
я (6.2 i) নিয়ে, স্থানাণ্কের опат রূপান্তরের ফলে, অপক্ষক গাল হদি 


চা ia ңү? 

В (у з” dids- i, 

(y , 2°, #6) = A (0, КГ x”) әу? әу" ау!" 
әх“ axt ах 
৮1 pe 

250 ЛЕЕ Еа (731) 


এই নি İse Í, 

Ж її 3211 
Е [পান্তরিত হয়, তবে Аа «ерат, *-তন্বে, একটি 
oba টেন্সরের ra tensor of order r) উপাংশ 


বলে। এ 18113 

Зи = B ” এগুলিকে, Y ет, Q একই ঢেন্সরের উপাংশ 

টিং স্পষ্টতই, প্রতিটি স্থানাঙ্ক তন্মে, একটি rama গুতিচল টেন্সরের 
পাংশের পংখ্যা л” | 


. Кы 
TA, 5; (x, а AP) এই п" সংখাক অপেক্ষককে, একাট 
তর 17 
Я 
чам ইচল টেন্সরের উপাংশ (components of а covariant tensor of 
টস বলা হয়, যদি, X-wm থেকে *-তদ্যে (620) র্‌গান্তরের দরুন 
үчн B (0 6 207) এই т সংখ্যক অপেক্গক গলে _ 
75557. 
В (а, уз টি 
„>з ту) = A (95525 eX") 222 
2২০ вз Жз А», ayi ay” ду” 
(7:3 ii) 


ДА Pe. ছু একি 


এই 
ам নিয়ম মেনে চলে৷ এখানে Bi isise ir এগুলি হল, এ 
এ 

কমের সহচল টেন্সরের Y তথ্যে উপাংশ। প্রাত нё, কোন 7АЙ 


সহচল 
елда মোট " সংখ্যক উপাংশ থাকে ! 
iiae 
অনুরূপ ভাবে, Хетт А (а, ЗИ РЕ) মোট 71+5 সংখ্যক 
л Ja- -Js 
а r প্রতিচল-্রম ও s সহচল-রুম বিশিষ্ট একটি ৮1৮ রুমের মিশর 
পরের (а mixed tensor of ш 74-5) উপাংশ বলা হয়, যাঁদ Y-তন্দে 


তাদের অন:সঙ্গী is সংখ্যক B у О) ул) এই অপেক্ষক গাল 
7178 ০৮ ° Js 
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7 ; 1, 
ИТ, Ki kirn nyis i Та ду” 
B И Ya J) = A уа: 'ду 17 и 
7172 .. WE Bı B. .. „В: ðs tı 9 д: 
8595 әх osf 
дуз дуз 22 
(й, і. 7; Jv Js э Kir <a; +. 17 ; 


y 


Bhs, d Ва 152,00 (73 m 


এই রূপান্তর নিয়ম মেনে চলে ; যেখানে X- ও Yopa (5.21) নয়নে 


1 П 
৯১1৮ 
> 


11111 
রূপান্তরিত হয়। এক্ষেত্রেও в ууу 
| Js. ds 
এ 4-5 কমের মিশ্র টেন্পরটির উপাংশ ৷ 
এখানে তন জাতীয় টেন্সর যথা, 
USAGA সংজ্ঞা দেওয়া হল | 


যে, (i) একটি মিশ্র টেন্সরের 


К /-তন্মে 
+J) ania হল Y 


সহচল টেন্সর, абера (дэла ও মিশ্র 
এই вле থেকে, সহজেই প্রতীয়মান হয় 
গহচল (বা প্রাতিল)-করম শুন্য হলে Л 
afè একটি প্রতিচল ( বা সহচল ) әла হবে Ui) একটি সহচল (বা айя) 
0924 হল, একটি প্রথম ক্লমের সহচল ( ат প্রাতচল। টেন্সর, (iii) একটি অবিচল" 
স্কলার হল একাট শন্য ক্রমের টেন্সর। 

(7310) থেকে আমরা পাই 

Ar kady 


1127 গৈ 
Иа а 
Ву Bs... В: 5 SA рй уз ду!” 
д д) 
০25 ১০৮ 


5 17 
ах эх ** 2৮5 Г (7,310) 
এখন, (7.3 iii) ও (7.31у\ লক্ষ্য করলে, 


বলা যায় যে, কোন টেন্সরের 
উপাংশগঢয়ল যাঁদ, কোন একি seca শুন্য হর তবে 


অন্য ese সেই টেন্সরের 
উপাংশগীল শুন্য হবে | 
এতনপ টেন্সরের যে সংজ্ঞা দেওয়া হল তাতে লক্ষ্য করলাম যে 
সাধারণভাবে n মাতিক দেশে 9548 স্থানাতক তবে 


জন্য আব রূপান্তর 
” ক 


(бела 187 
С sa (7 Уй š š : 
সংখ্যা Мз iii ॥ лез দেশে প্রাতটি গ্রাহ্য তন্যেই এই টেন্সরের উপাংগের 
быт ’ যারা প্রত্যেকে দ্থানাণ্কের অপেক্ষক এবং দুটি তন্রে sr 
(6.2 к রূপান্তর G দারা নিয়ন্ত্রিত! গ্রাহ্য তন দ্র দবপরীত রুপান্তর 
a 1 
হলে তার জন্য G এর বিপরীত রূপান্তর G আছে এবং এক্ষেত্রে 


G- 
হল (7.3 іу) | 
, x”) হয় 


আবার sa: i= zi 
সি МЫ X ও 7 ভন্দের গ্রাহ্য রূপান্তর 2৫ = zi (0 ৮ "২ 
‚2,...‚ п) তবে তারজন্য আবিষ্ট রূপান্তর হল = 
iu dl 
(е (2, z2, zn) 
Jija .. “Js 
x . ; ; ` 
“seus „мй ы 777 
В, 198 Е; B; 9৮৭ ax ... әх» azi әл 
va 
এ ~ aik 
খানে G-1 বসিয়ে পাই 
hier te; P. 
ү (21 22. 11 
A h: TA л 
Уруз ০, 
= ১১৭ mm) 2 টু әх ঠা 24 
8, Š, Ар 5 ay: у?* әхЁ әх? 
әй 02" әб ox 
১1 8৮? 62722 f 
сил i i ; 
১009 y) 82 .. e ঠা 
Š, Š, Да. БЕ ду?! ау?" az 6275 
খমীকরণ l 


এই বনু 

К?П, у ও তন্ত্রের টেন্সর উপাংশগডলির রূপান্তর 
হা রুপান্তরগ্যালর জনা, заляй. আবিষ্ট- 
ভট রপোন্তরগ্ীলর সেট নিলে 


( group property ) 


এ 
ভাতে ম-মাতিক দেশে সমন গ্রা 
ча নিণ'য় করা аш! সম 
সি a qD সেই সেটটি একটি “K 
নে চলে। 


ধর্ম” 
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এগুলি 
আমরা আগে দেখেছি যে, স্কেলার, প্রতিচল (বা সহচল) টেম্দর T 
একটি মিশ্র টেম্সরের বিশেষ রুপ । বিভিন্ন তথ্যে মিশ্র টে্সরের дү; 
রংপান্তর সমীকরণ যেহেতু গ্রুপ-ধর্ম পালন করে, সুতরাং স্কেলারের T 


ও 
বা প্রতিচল (বা সহচল) টেন্সরের উপাংশগযালর রূপান্তর সমীকরণের 
গ্রপন্ধর্ম আছে | 


74 maa বাজগাণিতিক সৃত্রাবলী £ 


(D দুটি সমক্রমণ ( same order ) 


এবং সমজাতাঁর ( same kind ) 
টেন্সরের যোগফল (বা বিল্লোগফল ), 


এ একই জাতীয় ও. সমকুমের 


টেম্সর হয় | 
প্রয়াণ: 
RRI 05 এ) s 
চরিত чл ১০তন্তে দুটি r+ 
1ЛА...ў, 175 ০০০) 


কমের মিশ্র টেন্সরের উপাংশ, এবং ১-তল্রে এদের অন:সঙ্গী উপাংশগুলি যথাক্রমে 


11৯57 


ii. 7. 

B r е В Lrg: 1 

ШЕЛ Js Jija 15 

সম্তাধ, টেষ্সরের রূপান্তর নিয়নমান;সারে লেখা যার যে - 
(৮:৯7 
B 
Jii, Js 

10848 85 кы NA 

BiB... В, әх, әх дх ৪ 2)) " 9775 

в“ 1175, i, $ д“ শএ ০০০ <, дуй ayi: 


У Әуе абу gxh 
Ла, В.В, ...В. әх (৬ әу ду” 


аб. 


ays 
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АА. es Jy 755 F; js 
= (845 +4, Kika.» Ay дуй ахі, 2৮9, ахд 
Paba.. 8,77 PBase B, әх әх әу! ӘУ js 


এই রূপান্তর নিয়ম থেকে স্পঞ্ট বোঝা যাচ্ছে যে 


টকা Ф. 
Vosa t, DRE Е 
А 


এগুলি একটি / 75 কমের {ди টেসরের 


J i зр S 2, 
LEE “Js TET. 


পাংশ,যার প্রতচল রুম হল ৮ এবং সহচল ক্রম হল 5! প্রমাণিত 


s. একটি টেন্সরের afet উপাংশকে, কোন আঁবচল দ্কেলার দিয়ে গণ 
ы কমের ও সমজাতের টেঞসরের উপাংশগ;লি পাওয়া А18 | 
প্রমাণ ; 


о 
মনে কার X wu, f (ол, x2...%8) একাটি স্কেলার এবং È 7 чи 


++ ls 
একাট , Л 
77 » ক্রমের মিশ্র টেন্সরের উপাংশ Y-a মনে করি চ্কেলারটি হল 
৮.১, Til wati, 
ТӘ”) এবং Q মিশ্র টেন্দরটির উপাংশগনুলি হল b | ) 1 
Ал. (0 Ys 
% (Ж үлү; 22) টার 
ЖАЛУ igoh 
ai, 
"Š @ এন) 
i i В: 
СЯ aite dr gyi ayi ахЁ 7 ak 


AS ау" ay” 


র নিয়ম 1 


В.В. · Ps ако ৮ 
“кш নিয়মাটি, একটি / + ও কলমের মিশ্র টেগ্সরের 85719 
Tag % дЗ: ЕСА 


А...) 
উপাংশ। 1% Js 


এগুলি, একটি r 4 s মের মিশ্রটে্সরের X তো 
м 
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অনুসিদ্ধান্ত : 


(1) ও di) নং ধৰ্ম* থেকে বলা যায় যে, করেকটি এক-জাতয় ও সগরূমের 
টেন্সরের যে কোন রোখক সংযোজন (linear ০9011081107), একই ক্রম 
ও এক জাতীয় টেন্সর হবে, 
(৯ বদি, চিন № А" ML T, এটি সমা 
у Jije- Js ЖЛ; 
করণাঁট সত্য হয়, তবে গ্রাহ্য রুপান্তর দ্বারা যুক্ত সগন্ভ %-তন্তে, তার ча; 
সমকোণাঁটও সত্য হবে, 


প্রমাণ £ 


я 
যেহেতু (1 নং ধর্ম অনুসারে ) দ:টি সমক্মী ও সমজাতীয় টেন্সরের বিয়ো 
ফল, সমক্রমী ও সমজাতীয় একটি টেন্সর হয় সুতরাং মনে করি 


= i ч Ta n a aee T 
Jils..Js — Jije--js Jija..js 
Ti i 


যেখানে ©... їй, একাট সমক্রমের (rs дш) মিশ্র টেগ্দরের 


"Л Ја--.Ј 
উপাংশ, এবং প্রদত্ত সতনি;সারে 
ভি? 
01017 MAI š 
ЖМ ол Gb... I Jn Ја. Js = 1, 2,...n) ! 
; Üiz. ai 7118 
গ্রাহ্য রুপান্তর দ্বারা যুন্ত Y оя DAS 7 = ам e va 4 এর 
Ja... Js < নার 
অন:সঙ্গী উপাংশ হয়, তবে-- 
0881. ыч 2, а, 
= d 1, 
О С оа 
Ја Ја 5 1J2-. Js 1, j 
З ўе 
в ЖҮ, š 3 on i; 5 
যেখানে (6558 
Jide. ls 10157, ЧГ, যথাক্রমে А Р 9 
His... ДУ... 5 


А এর অনুসঙ্গ উ 
Juda... Js "п | 
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কিন্তু আমরা জানি যে, কোন টেন্সরের উপাংশগুলি একটি অন্দে শল্য হলে, 
অন্য সমন্ত әп অনুসঙ্গ উপাংশগ্াল শুন্য হয়। 


asiy 


y 315 л)! 
অতএব р' . = 0, (i বর 18 ; Jn Jesss = 1, 2. ) 
АА 
112,5০1 8787 
সুতরাং в = B' T প্রমাণিত হল। 


27557 Айе 
L(V) 1-প্রাতচল ক্ৰম e ৬-সহচল ক্ৰমাবাশচ্ট একটি ЯН প্রাতাট উপাংশ 


ОЬ... 
12৮০৮ 


টি টেন্য রর 
Ај). “দলকে, aiea ga ও тга гй অপর এক 


„КҮКЕ 5414 সংখ্যক 
পাট উপাংশ A U O গলির সাথে গুন করলে, যে 77 নং 


hla.. dg 

অপেক্ষক গাওয়া mg ভারা, 7 41-প্রতিচল ব্রম ও ++ ?সহচল z 
একট মিশ্র টেন্সরের উপাংশ হয়। অর্থাৎ, দুটি টেন্সরের 9099 এক Š ; 
হবে, যার mG সংখ্যা, প্রথম দুটি টেন্সরের কমের সংখ্যার যোগফলের সমা 


রা সম্ভব৷ 
টেন্সরের রূপান্তর নিয়ম ব্যবহার করে, সহজেই এই উপপাদ্য প্রমাণ করা 


M টেন্সরে সংকোচন Constraction of tensors) 2 


5 সংখ্যক 
মনে কার Дд? জানি একটি 2 + 3 ক্লমের মিশ্র টেন্সরের n সং 
"NIR এ? 
করলে, 
উপাংশ Qe | এবং Танер 109 সমান করে যোগ 
চক 


îm টির Y-তন্দে 
р মিশ্র টেগ্সর 
и এই রকম п? সংখ্যক যোগফল পাওয়া যায়! 


F: L: 
“Sma উপাংশগ্ীল যদি B, হয়, তবে আমরা জানি, 
17 


в” দত, ду! Кш әх“ д*_. ду I 


ih By 2° ar д! osi 0) 
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АМ ды дун oas эз ave. 
২ «Ву 0x дх^ ду? дуу дук 


টা k ду" ƏxË әх» дуї 


ООХ ১4418 = ë 
«Ву 89৮ дуї әу 9৯907 À | 
=A Әу" axe gxr i 
«Ву 0х" дуу дуй 


® Ал, এলি, СО ВТУ ভারতের কাটি 
টেন্সরের উপাংশ । 


যাঁদ কোন একটি উধর্ব-সূচক ও 
সাপেক্ষে যোগ করা হয়, তবে মোট যে 
"ҮС সংখ্যক যোগফল পাওয়া যায় তারা, , — | প্রাতচল ক্রম s — ! সহচল 
গাংশ হয় । এই পদ্ধতিকে বলা হয় টেন্সর 


টেন্সর সংকোচনের সাহায্যে কোন 
মিশ্র টেঞ্সরের, দুইটি (2) কমের সংখ্যা কমান যায় 


আমরা আগে দেখোছ যে, দুটি টেন্সরের উপাংশগুলিকে গুন করলে, 
তৃতীয় আরেকাট টেন্সর পাওয়া ЯШ! এবার এই তৃতীয় টেন্সরকে যদি 
সংকোচন করা হয় তবে যে টেন্সরাি পাওয়া যাবে তাকে প্রথম দুটি টেন্সরের 
991% а ( inner product ) বলা হয় এবং এই গঢ়ণের পদ্ধতিকে еа 
( inner multiplication) বলা হয়। "Їй টেন্সরেও অন্তগ্'ণনের ফলে 


যে টেচ্সর হয়, তার কলমের সংখ্যা প্রথম দুটি টেন্সরের ক্লমের সংখ্যার যোগফল 
থেকে দুই কম | 


h ki 
১৮7৯ পালের হয় -তার উপাংশগ্লি 
h м 
A А А Ы 
ОШ УР বাঁসয়ে ও যোগ করে অর্থত সংকোচন করে A ў А 
1 й 


টি ০ 
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টেন্সর 
SITT এই উপাংশগুলিতে প্রতিল асаа সংখ্যা দুই এবং সহচল মের 


Б 
সংখ্যা তিন। А" Al কে যাঁদ CU ধার তবে, А ও À , এর অন্ত'গুপ ফল 
ў m ijn ij mn 


টেন্সরের উপাংশগুনল c হবে। স্পষ্টতই, দুটি টেন্সরকে fafon উপায়ে NENA 
yn 


h i -kl 5 
করা Хез, যেমন А ও А „ এর Сеш বিভিন্ন অন্তগনফল হল 
ў т š 


h Rl h il РЕ) Н: „kj 
A A ЖА д টি pro NIN TA nr! 
7 in т’ ў me s т У mn ij 
উদাহরণ : 


আমরা জাঁন যে ক্রোনেকার ডেল্টা 8, একটি মিশ্র টেন্সরের উপাংশ, কারণ 
a ду_ әхб i әхЁ ? 


LAY ; i i ñ তন্তগুণফল। 
এখন, А ё =A । жэл, A, হল, চক এর 
7 


ৰ š ; k 
সখি A. টেন্সরের সংকোচন হল, А ওঠ এর ১৮17, 
J 7] Н 
; ‹ তার 
সাধারণভাবে দেখান যায় যে, কোন টেন্সরের সংকোচনের ЧЫГА 


সাথে 5; 
87 এর অন্তগুণন। 


TS ভাগফল নিয়মাবলী (Quotient Laws) : 
(D মনে কার স-তন্বে дй Ба ” এগুলি, মোট 


jije Js 
а উপাংশ ৷ 
যে কোন чире ( arbitrary ) প্রতিল ভেষটরে 


пи সংখ্যক অপেক্ষক 


SRR u: ইল, 
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А ` asha, একটি 1 প্রাতিল হুম ও ৬-সহচল ক্রম еб মিশ্র OA 
la ee. Js 


ЛЕ 
উপাংশ হবে। 
প্রমাণ : 


* ly 


ডে মিটি, টেঞ্নরের 
যেহেতু ৪.8. আল, ৮4061) той একটি মিশর 
БЕКА 


А 2 
5 অতএব Y 00 উপাংশগুলি হবে__ 


Jih i.d 
У В 


Phu JERS 8 <, 
A 


=u 


АЛ ЕА В.В, ө" В; 


дуз ayè j ду әх 8৮2 t axb: 200751) 
Әх Əx<s ” x<, дуја дуз Әу) 
Ко 
আবার) % যেহেতু একটি абера ভেঙরের X-a উপাংশ যার Y 
অনুসঙ্গ উপাংশ уі, 
бр ул әх? | Я (7:53) 
дуЛ 

(7-51) a (7:510) বাঁসয়ে এবং সেখানে ডানাদবের аткар বামপক্ষে এনে পাই, 


Í в" VEE A ক. д La ০০০ <, 


ЛЛ... В.В... p. 


ду әу ау” x дхЁї ৪৬2, azti уй = 0 
дхЖ*1 дхха сүз, дуз ayla С ду 

এই সমীকরণি, যদচ্ছ যে কোন প্রাতচল 

/ এর 

vector ) উপাংশ уй এরজন্য সত্য হওয়ার দরুন ৮/: an সহগ প্রতিটি / এ 

অন্য শুন্য হবে | অতএব 

বি 3 SO а, 

ЛАЛ. j, 


ү м 


jant 
taaa (arbitrary contravari 


ayh 8৮ xB 8৮65 10 
B.B,...p. әх“: ax? ayh T apts 


L y£ 
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в” বহর дуй © дуй ду" 


w রানি < 
Л Ја... Je В,Вг...В; ox дх 
8৮6. т „3 ahs ] 


ду” ду? 


এই সমীকরণগাল, যথার্থই, "কমের প্রতিচল Ө ১ুমের সহচল বশিষ্ঠ, 
rts 


[ТРИ 
একাট মিশ্র টেন্সরের রূপান্তর নিয়ম 1 ят А, E СЕЛТ 
LL 


অপেক্ষকগযীল, একটি ॥4-$ ета Ta টেন্সরের উপাংশ ! প্রমাণিত হল। 

IL. উপরের উপপাদ্যে “ হল, যে কোন ME প্রতিচল-ভেটরের উপাংশ 
এই বাক্যটির পারবতে আমরা АЙ “ш; হল, যে কোন TR রি কার! 
উপাংশ” এই বাক্য ব্যবহার কার, তবে আমরা saa 


পাব। যেমন 
ii É 972 
Ugly r+ р 
р mèn * সংখ্যক অপেক্ষকের জন্য যদি, ©, Жду у: 
২78,596 ч эр মিশ্ৰ t a 


“бй, (₹_-1)প্রতিল ক্রম ও 5-সহচল রুম 
উপাংশ, তবে 
উপাংশ হয়, যেখানে % হল যে কোন аир সহচল ভেটরের ДУ 


i iq... Jy. একট মিশ্ৰ টেন্সরের 
А, এগুলি, raion ক্রম এ-দহচল রম বিশিষ্ট 
аЛ... Ji 


এ ও 
Ömer হবে। উদাহরণ ес, А এ এদল 9 প্রথম gan lS 


খানে ш হল 
ই কমের সহচল sg একটি মিশ্র টেম্সরের উপাংশ হয়, যে ; 


WR a কোন সহচল ভেব্তরের উপাংশ, তবে 


] у 
в/ у = де Ug 2৮ ৪ 
h 


এখন, যেহেতু Ue = тт $ অতএব 
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б АЁ 60. әјә у a 
( В А a у) wi s= О, 
k y дх* ƏxP gy Е 
যা, একাঁট ҷи সহচল (ыйда উপাংশ "; এর জন্য সত্য । সঃ 
প্রাতাঁট 1 এর জন্য w এর সহগগালি শূন্য হবে। 
B= Al avi әх? 


y дх* әхВ ayk’ 


সুতরাং, А) чөй, দ্বিতীয় асаа প্রাতিচল ও প্রথম ব্রমেরসহচল বিশিষ্ট, 
একটি মিশ্র টেম্সরের উপাংশ | 


Е, 
(Ш) মনে কাঁর, Xam (A T হল, মোট ॥? সংখ্যক অপেক্ষ" 


АИ 
П 
কের সেট এবং Үзүп তাদের অন:সঙ্গী অপেক্ষকগলি হল (B ) а 
ও Y-তন্ৰে যথারমে, U ву উপাংশ সম্বালত সমস্ত সহচল LOAA 
< <; 
afr 


এ б 4 Т, 
A l... ৮৪) ঢখ.. (>) AL <o... <, vo və (0) 


ly <i 42 y 


i fy... 1 (r) অবিচল 
ই. USL মদ একটি rss 
Let i, 

н ДАТ 
( Scalar Invariant ) হয় তবে A 
лла উপাংশ হবে। 


প্রমাণ š 


1 ত] 
"এগাল একটি gg গ্রিল 


@) (2) 
Ee U, ** প্রভাত, hien সহচল oaa উপাংশ 
1 2 > 


u® за у әу 


дус (2) (2) дура 
1 у উই Ч, у = ‚++ ইত্যাদি 1 
2 <a 0X1 
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шш 
Tyta sa 
[ AS 2..1, і, gy% ау“ ау“ হি £ 
axi ox? xš БЕУ, 
r) 
A 10 Ко бл 
dı “<° x; 


0) (т) : 
‚у এইরূপ সমন্ভ সহচল ভে্টরের 
<, 


এব 
t এই সমীকরণটি У ,V 


1 ° 


জন্য সত্য 
। деп বঞ্ধনীর ভেতরের অংশগুল শল্য হবে। 


lis... $, 
Ra Et 
ania, একটি "রুমের প্রাতচল Яй উপ্যংশ। 1 


সময়, প্রাতচল টেন্সারের 


মন্তব্য ঃ ভাগফল নিয়ম DA সাহায্যে, অনেক 
সহজেই দেখান যায় যে. 


সংজ্ঞা 

দেওয়া হয়। আবার এই উপপাদ্যের অনুরূপ 

A x й Б і, 

hi Un UCD একাঁট স্কেলার অবিচ হন, যেখানে 
в... 1, 0) (27 (r) 


` i, 
LU , ... ইত্যাদি, IR ( Arbitrary ) r সংখ্যক গ্রাতিল ভেতরের 


উপা 
хит 
SRA а একটি কমের সহচল টেন্সরের উপাংগ 


«әт 
দাহর আমরা আরও অনেক 
са АЎ Uig» যাঁদ প্রথম та 
একাঁট মিশ্র টেগ্সরের উপাংশ হা 
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যে কোন তীয় কমের সহচল бюд উপাংশ, তবে АЎ ор, একটি দ্বিতীয় 
কমের প্রতিচল টেন্সরের উপাংশ হবে। МЕР. 
কতগদাল অপেক্ষকের সেট, টেন্সর কিনা তা টেম্সরের রূপান্তরের а 
সাহাধ্য ব্যাতরেকেই, অনেক সময় ওপরে বার্ণত বিভিন্ন ধরনের টেন্সরের м 
‚ নিরমাবল'র সাহায্যে, Ta করা সম্ভব 1 চেন্সর ধর্ম নিরুপনে এই 
নিয়মাবলর ব্যবহার তাই বিশেষ স্যাবধাজনক | 


উদাহরণ : у 
Bij এই па সংখ্যক kaka а যদি একটি দ্বিতীয় কমের সহচল 
Aj А ij একটি 
উপাংশ হয়, এবং যাঁদ се К হয়, তবে দেখান যায় যে, ৪” এগুলি 
/ š 


m: А) 
ij বা Ze 
দ্বিতীয় কমের প্রাতিল টেন্সরের উপাংশ। [এক্ষেত্রে একটি টে্সর 5 লি 
কে অপর টেন্সর gy (атый, এর বিপরাত টে্সর (reciproca 
বলে J 
সমাধান £ 


মনেকারি ul এগুলি, একটি R যে কোন প্রতিচল ভেষ্টরের উপাংশ। л 
TAR gyz ui Фа, একটি যে কোন যদচ্ছ ( arbitrary ) সহচল ভে 
ংশ হবে। 
ধরি gy ui = ॥,, বেখানে ॥/; হল amas সহচল реў উপাংশ 1 
এখন, gi uj =8 gp, uh = Spf uh = иі 
এখানে и; এবং yi 
ভেক্টরের উপাংশ | 


অতএব ভাগফল йлы, 80 amin, алш arma একটি প্রতিচল 


josai 
SA, যথাক্রমে, и একটি সহচল ভেস্টর ও একটি প্রতি 


Symmetric tensors) ; 
কোন চেন্সরের উপাংশগুলতে, কোন দুটি নিয়সূচক । বা দ:টি উর্ধসচচেক) 
ছানাস্তারত হলে, এ উপাংশগুলির মান যাঁদ অপারবাঁত'ত থাকে, তবে 

Š টেন্সরকে সক mida সাপেক্ষে শ্রাতসম ঢেন্সর ( Symmetric tensor ) বলে। 


টেঙ্সর 12% 


Im т Im үр 


যেমন, А!" 
; ] 
у টের উপাংশে, যাঁদ А - A, হয়, অথবা ৮ 
১ হয়, ট 


তবে ই? 

A ч টেম্সরটি একটি গ্রতিসম টেন্সর 1 এইভাবে, কোন দ্বিতীয় কমের 

` ক্ষেত্রে 91) (Ossa যাঁদ প্রাতসম হয়, তবে তার A; (বা АЎ)" 
Му = Aj; (বা AS = А? ) এইরকম হবে 1 


মনে কাঁর ijh 
‚ Xam, A Im чода, কোন a টেম্সরের উপাংশ এবং y-a 


tfi ; 
ўач উপাংশগুলি, B i 
Im 


ধার, sah „л প্রাতসম 
= АЙ! (অর্থাৎ 1, J pesa সাগেছে | 


এখন, в? : E 
চা, ш> arora or вз оа 
к 8 ахЁ Әх? дУ! OV" 
Lam гу} аў} ау} 2৮ 29 


ax OF Әх? ӘУ д 


AP 
*В7 Р? 
А = А 
৯ УР 
jih 
в! 
т 
j ADTA সাপেক্ষে 


“ә 
К 2 : ; 
দখা গেল যে, Y-তন্যে в উপাংশ ЖИЛ Р 
m 
Зла | 


এই 
ভাবে দেখান যায় যে, একটি টেঞ্সরের উপাংশগ্াল 


ক 
প্রীতম হয় নে জনা থা 
"Ялы প্রাতসাম্য ধর্ম, es নিরপেক্ষ এক 


টি ধর্ম । 
чё i 
তার белар বিপ্রাতসম টেন্সর (skew-symmetric tensor) বলা হয" 5 


©з Деде দুটি িয়সংচক (বা 08 উধর্বসচেক) গরস্পর 
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হলে, উপাংশগুলির চিহ বিপরীত হয়ে যায়। যেমন, А? কোন মিশ্র টেন্সরের 


А м M Р 

উপাংশগালির ক্ষেত্রে যদ АЎ д0 (বা 4০ =) 9 
$ Im ml Im 

তবে / т sm (বা 77 ЖЫЯ, সাপেক্ষে Q লিশ্রটেন্সরটি একটি 

AU (বা Aij) এগুলি যাঁদ কোন বি 

চল ) টেন্সরের উপাংশ হয়, তবে А = — 


্াতসাম্য ধর্মের মত, apar দেখান যায় যে টেন্সরের বিপ্রাতিসাম্য ধর্ম” 
ЧЕП? নিরপেক্ষ একটি ধর্ম | 


দ্বিতীয় মের সহচল (বা প্রতিচল ) টেন্সরকে, সর্বদাই একটি প্রতি 
টেপ্সর ও একটি বিপ্রাতিসম টেন্সরের যোগফল হিসাবে প্রকাশ করাযায় ৷ 

প্রমাণ ঃ 

মনেকার Ay এগুলি কোন, Roh ama সহচল টেক্সরের উপাংশ এবং 
Су (5746) ও D=} (Ajj Aji) সপণ্টতই, Cj; ও Dy এগ 
দুটি лара টেন্সরের উপাংশ এবং ০৮০) এবং 7১9. — D; 
TER 05 Dy যথাকমে একটি afenn бля ও একটি বিপ্রাতিসম টেন্সরের 
“1! আবার А;; = бу + Dji 


অতএব &%-এগযাল হল, একট প্রাতসম ও একটি বিপ্রাতসম সহচল-টেন্সরের 
যোগ্রফলের উপাংশ । প্রমাণিত | 


অন:রুপগে সহজেই দেখান যায় যে, 


?, 
দ্বিতীয় ক্রমের প্রতিচল টেন্সর সর্বদা 
একাট প্রাতসম টেন্সর ও একটি 


বিপ্রাতসম টেন্সরের যোগফল | 


১ PRU জানি যে, কোন ভেষ্টরফে, সেই একই ভেষ্টর দ্বারা গুণ করলে একট 
! যেমন, мыш একটি প্রাতিল ভেন্টুরের উপাংশ হয় 
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এবং যাঁদ Aü = uiuj হয়, তবে АЎ «т/а একাট jaga ব্রমের প্রাতিল 
টেঙ্সরের উপাংশ । এখন সপঞ্টতই 

АЎ = АЯ | 
স্‌ 
তাং, একটি ভেষ্টরকে, সেই ভেটর দ্বারা গুণ করলে যে টেন্দর পাওয়া ЧЕ, 

তা একটি প্রতিসম টেন্সর । 
তা একটি ভেন্টরকে, ভিন্ন একটি ভেক্টর দ্বারা গুণ করলে যে টেন্সয় পাওয়া যায়, 
Жн গ্রাতসম টেন্সর নাও হতে পারে। যেমন, যদ АЎ =uiv হয়, 

А এবং Aji সাধারণ ভাবে সমান হবে না। 
উদাহরণ : (b) 

মনে কার A; এবং A; asti, যথাক্রমে দুটি প্রাতসম সহচল টেন্সরের 


উ 
ыа ৫৮ адр si OSA SENET যেখানে 
Ач У,у = 1, 2,..п; এবং иі ও й এরা দুটি পথক প্রাতিচল 


টরের উপাংশ। প্রমাণ করা যায় যে 


Ajj 
уш) = 0, Арий = 0 এবং \ = Aya 


সমাধানঃ প্রদত্ত প্রথম সমীকরণকে 71 দিয়ে গণ 


সাপেক্ষে যোগ করে পাই 
@) 


є (А; — à А) ui = 
প্রদত্ত দ্বিতীয় সমীকরণকে ui দিয়ে গণ করে এবং 1,7 এর সাপেক্ষে যোগ 
করে পাই 
ii) 
(Ay _ w Ap шй = 0 ( 
(т 4 j 
থেকে (ii) Тата করলে পাই | ý 
16) — N Ай ua =0 (1) 


(Аш ај — Aij wat) — (AAs 
‘হেতু &% ও Д, এগাল প্রতিসম টেন্সরের পা! 

© Aywa = Aji ‚йй = Ай! wa } (iv) 
“বং অনুরূপে Ау шй = Ait ui ñi 
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(iv) নং বাসয়ে আমরা পাই 
А) Арш) 501 

আবার যেহেতু лм, Ард = 0 

এই সমণকরণকে (1) নং বসিয়ে পাই Аш _ 0 

দিয়ে গুণ করে এবং b, ) এর সাপেক্ষে যোগ করলে 

Agua суд, 


ij чиј হয়। 
এখন А; ціц 


(ii) নং সমাঁকরণে, 


1 প্রমাণিত h 


SR и! এগুলি একটি প্রাতচল a 
“1 করে সংকোচন করা হয়েছে | অনুরূপ ভাবে A; u 
'আবচল। 


А = Арш) / (Аун шу প্রমাণত। 


ae) Prag বিপরীত Стя (Reciprocal tensor of second 
order) ; 


গলা একটি দ্বিতীয় ভ্রমর সহচল টেন্সরের, মোট ॥ সংখ্যক 
উপাংশ এবং |] এই ছকটির মান শুন্য নয়, অর্থ | 471 =аң#01 


সংখাক অপেক্ষক এমন ভাবে নেওয়া হল যাতে 


2) =1,2, an) 


h উপাদানটির সহগণেক হল АЎ | আমরা দেখাব 
যে, а® এগুলি, একা afe 


j চল টেন্সরের উপাংশ। (সেই জন্য আমরা 
А9 аса, а আবম бс সড়কের ema ка, 


‚ ГҮ i 
ভেন্টরের উপাংশ та иір সুতরাং ayu 
aia, шал যদচ্ছ-স 


হিচল ভেইরে উপাংশ হবে, এবং এই чире 
ভৈন্টুরের উপাংশগ্ীলকে বাদ % বাল, তবে 


= арш 


(1-7 ii) 
] 
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(78717) 


аїћ и; = 
щ = afk 410 = Oj ш = uh 


(এ ер 
খানে (7-7 1) এবং (7-7 ü) ব্যবহার করা হয়েছে! ) 
ভেইরের উপাংশ ш 


(T7 i; 

11) r. 

) থেকে বলা যায় যে, £৯ কে, 4089 একটি সহচল 
অতএব 


দিয়ে গ- 

সপ যোগ করলে, uh এই afera себя উপাংশ পাওয়া যায় ! 
R Кете аб ода অবশ্যই, একটি প্রাঁতচল টেন্সরের BMN । 
টেন্সরকে বলা হয়, ৭; উপাংশ বিশিণ্ট সহচল টেল্সরাটর বিপরীত 


(бела (Reci Я 
procal tensor)! б; যাঁদ, একটি প্রাতসম সহচল টে্সরের 
ij = aji হবে। 


› তবে ау = aj, সুতরাং АЎ = Aji, অতএব ৭ 
‚в aij উপাংশ 


অর্থা Ta t 
টে T টেন্গরটিও গ্রাতিসম щ41 আনেক সময়, 4 
বলা হয়। র দুটির, একটিকে অপরটির অনুবদ্ধী টেগ্সর (conjugate tensor) 


[ай | = 1а RA, 

[а | | дб Ja | =1АЎ 1 /а" = @ 
হয় এবং ЯЙ ধার যে 
চল টেন্সরের উপাংশ 


কারণ 
ві | = 1121 


আবার | аў 
at Г 
bi FA ছকে, аі পদের 759.99 যাঁদ Ай 
` ইবে এব ধু’ তবে দেখান যায়, bij এগুলি, একাটি সহ 
R bi = aj; ij 
7 
Чек аў 
ш с! উপাংশ বিশিষ্ট টেন্সরটি যদি. % 
সর হয় তবে, ау উপাংশ বিশিষ্ট টেন্সর 


বিপরীত টেন্সর হবে। 
পরত টের রব বিভিন্ন আলোচনায়, আমরা এই রকম, দ্বিতীয় রুমের 
Tg “সর নানাভাবে ব্যবহার করব ॥ 
К) পেন 
SYA свела (Relative tensor) £ 
571, 782, 73 এ, যে সম রূপান্তর 


উপাংশ বিশিষ্ট টেন্সরের 
টি, ой উপাংশ বিশিষ্ট 


মালিতে Фәй বা টেন্সরের বে সংজ্ঞা দেওয়া হয়েছে সেই রূপান্তর সমাঁকরণ 
` (অথাৎ 711, 224, 72% 13b 73 ü, ТЭ, তে) 
L |а» ; oxi 

2১; | এই রাশিটি ডানদিকে গুণ করা হা? যেখানে oy হল X- 


ч 9 
9 Y- 
Saa রূপান্তরের জাকোবিয় এবং N একটি 99 সংখ্যা ; তবে এই 
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যাবে, 
নতুন সমীকরণ অনুযায়ী, স্কেলার, ভেটর বা টেন্সরের যে সংজ্ঞা পাওয়া 
তাদের, N ভরের আপেক্ষিক স্কেলার, ভেক্টর বা টেন্সর বলে। 


APET 
যেমন A;; এগণল, যাঁদ স-তল্ে একটি দ্বিতীয় কলমের, N ভরের আট 


eight 
সহচল টেছ্সরের (second order covariant relative tensor of W. 
М) উপাংশ হয়, তবে Yaa, Q টেন্সরের অনুসঙ্গ উপাংশের রং 
নিয়ম হল 


2 дуў (чт s |ә= А 
কাধিক 
আপৌক্ষক টেন্সরের ক্ষেত্রেও, সমভর, সমক্রম ও সমজাতীয়, এ 
আপোঁক্ষক টেন্সরের যোগ 


ও সমজাতীয় 
বা বিয়োগ করলে, সমান ভরের, ядсан ও সম 
আপোক্ষক টেন্সর হয়। কারণঃ 


ШК, রর 
যদি A в 


মের 

i দুটি N ভরের 7479 F 

Jija. js Jija “ds 

আপোক্িক মিশ্র টেন্সর ই, তবে Y-তন্বে তাদের অন;সঙ্গী উপাংশ গর্দাল 
АЙ... Udana, 


১ এস дһ Әрі, 2558: әх: 


1871 19190... ox ox ay’: ду 
এবং 


pie 


Д x<, ух ayh á ay? әх әхВ: 3 
= ০১০ Ís 
дый рв, әх 88৮ gyh 6) 
অতএব 
h ТЕ, ç £ Е" орі ) 
Ла a A Jija j р 
ене, এ ০৮৮ )" дуй 858 
В.В....В, В.В...В„ Әх*1 92597: ә 
1815 ০ 3 я 
অতএব, л" à Е ЗНА і অবশ্যই একটি rts ক্রমের 
АМ Js Jija J 
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একাট 745 ব্রমের, N ভরের আপোঁ্ষিক মিশ্র টেষ্সরের উপাংশগণীলকে 
অপর একটি ০4.৫ sum ও М ভরের আপোক্ষিক মিশ্র টেন্সরের উপাংশগ্াল 
দ্বারা গুণ করলে, 747 গ্রাতচল gs ও 54৫ সহচল ক্রম বিশিষ্ট ও N+ M 
ভর বিশিষ্ট একাটি আপোঁক্ষক মিশ্র টেন্সরের উপাংশ পাওয়া যায়। কারণ ° 


টু রিনি; АА ‚Б 


Jis- -sje т Ma. . Mg 


= 7৮? +4, J: ду әу? аё, аб ў 
Bibs. š Bs ax әх“ ə Әу ü 

Гл 
дл . № әу" 21 аха gPa 


tS my a m 
PaRa.. Pg ax ax? oy" ðy 1 


“1... <, АЛА 
143... Xy А 1 %.--5} uns 


В. В....В _ ртр... 
97 Әу! ау! 971 әх? axb: gx” axha 
ар ১১০০৮০০০০০৯ — —... 70 ja .. yH ay T 
„Әх. әх, ах: ӘҮ? дУ 
ইত্যাদি. আগের 
আপোঁক্ষক (টেন্সরের, সংকোচন ও ভাগফল নিয়মাবলী ইত্যাদি 
рч 
> TS, মতই লেখা যায়। АК 
эре, ыш Ар: re টেন্সরে উপাংশের 
' তবে স্পণ্তই, আমাদের পরে আলোচিত (7 ie Kt 
TTS সমণকরণ পাওয়া айя! পূর্বে আলোচিত ү. ; i 
s শূন্য ভরের আপোঁক্ষক টেন্সরকে তানেক সময় পরম গর; 


tensor) বলা উন 
উদ্নাহুরণ : 


(s মনে কাঁর X-a Zij ania একটি 
“cond order absolute covariant tenso 


ың EA SOAGE জন্য 


faota কলমের পরম সহচল টেন্সরের 
r) উপাংশ 1 ЖК Y-a, 
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CEA কলনাবদ্যা ও юн 
j = вар DE OX 
hy Eag ду! ду হবে। а 
w 1791-1891 [25 ам) 
( ছকের গুণের নিয়ম ব্যবহার ш” 
= |; + T= 


বা 17712 =J] el? 


А! 

কোন প্রাঁতচল পরম ভেষ্টরের উপাংশগ্ালি যদি X ও Үе 99190 

ও В' হয় এবং যাঁদ ধার 
А = [аі এবং адлә) Ве = | ॥ | £ Ве, তবে 

Са 


JA 


৪17 
В = || 81৮18 ве ы 01801 А# AF 


বা B< = J Ap 0 
axe 
অতএব |; | 4 A= 


এগদাল হল, একটি আপেক্ষিক (এক ভরের ) б 
' উপাংপ। 


еы পরম টেন্সর থেকে আপেক্ষিক টেন্সর পাওয়া দের 


1 Ж 
9 কাতিয় Sma (Cartesian tensor) : 

হয় “чөл: „ш. লদ্বরৈখিক রূপান্তর Таса, বে টেন্সরের সংজ্ঞা ঢা 

তির еп 3 “সর (cartesian tensor) বলে। এক্েত্রে দ্থানাগক FA 
Ti 
чч А ভেইরের a দেখোঁছ (7.2, উদাহরণ (৫)) যে, wa 
৭ রংপাস্তরের জনয, প্রাতচল tea ও সহচল ভেষ্টরের © 

'ণ আঁভন্ন ৷ элда ক্ষেত্রে 


ও দেখা যায় যে, gapa opga ан 
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ঈপান্তরের জন্য, কোন ॥-কমের প্রাতল ঢেন্সর বা সহচল MA রূপান্তর 
সমীকরণ অভিন্ন । এই কারণে কারতি'য-টেন্সরের uma প্রতিল টেন্দর বা সহচল 
টেক্সরের কোন পার্থক্য করা হয় না। 


মানিক দেশের ক্ষেত্রে ses ব্যবহার বিশেষভাবে ASAS I 
দ্থিতি্থাপকতা তত্ত্ব, .তরল-গাতবিদ্যা ও গাণিতিক পদার্থবিদ্যার বিভিন্ন শাখায় 
বিভন্ন miogen সাপেক্ষে, কার্তি'র-টেন্পরের ব্যবহার বিশেষ উপযোগী 1 
বিভিন্ন ала কা্তি'র-ছেন্সরের উপাংশগডুলিকে সাধারণত নিয়গৃচকের সাহাযো, 
এরং বিভন্ন তন্বের স্থানাঙ্ক গুলিকে GRATA পরিবর্তে নিয়স:চকের সাহায্যে 
লেখা হয়। যেমন A; asa абе Х-ті তথ্যে একটি তৃতীয় sura 
A টেণ্সরের . উপাংশ হয়, তবে Y ыга এ টেন্সরের Ву উপাংশ গুলি 
বে 

B = Z Aupy аш був Aip যেখানে TACTA songs হল 

› В, Р 


x< 


MN = 2 асу 
ы = а; ху, এবং ау INIA 84% যাতে AI бу হয়। 


чаї 7B 


B) ui এবং vi gia দুইটি 20994 ভেরের উপাংশ হলে, দেখাও যে 
K uu тїй, একটি দ্বিতীয় মের প্রাতচল টেগ্সরের উপাংশ। 


(2) ш, vi এবং ॥; asia যদি যথাকুমে, দুইটি প্রতিচল ভেক্টর এবং 
একটি সহচল рыда উপাংশ হয়, তবে প্রমাণ কর ui y Wh Cong একাটি 


ম Фа মিশ্র টেন্সরের উপাংশ 1 


(3) দেখাও যে, একটি সহচল Сей ও একটি প্রতিচল ভেষ্টরের অন্ত'গুণফল 


একাট স্কেলার রাশি । 


(৫) Af একাট মিশ্র ая উপাংশ হলে, দেখাও (А 
ба | 


A একাট দ্কেলার 
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(5) (2,28, ..., x") যাঁদ একি স্কেলার হয়, তবে দেখাও যে 
S aia 
দ্থানাণ্কের রৌথক-রূপান্তরের (linear transformation) ক্ষেত্রে — 7 এগৎ 


әхідх? 
একটি টেন্সরের উপাংশ হবে 1 


যে 
(6) uè amia যাঁদ একটি প্রাতচল ভেন্টরের উপাংশ হয়, তবে দেখাও 

à з ў 

5 чөй, কোন টেন্সরের উপাংশ নয়। 


К А 1 
(7) যাঁদ &% ও Bü যথাকমে X ও Үлүш, একাঁট টেক্সারের sam 
উপাংশ হয়, তবে দেখাও 


Bi ôx L Ant 3y 


Ө 
av 2% এবং SARASA সহচল টেঃসরের জন্য দেখা 


(8) দেখাও যে ঢেণ্সরের বিপ্রাতসাম্য ধর্ম, woa নিরপেক্ষ একট ধর্ম 1 


(9) একাঁট বিপ্রাতসম-টেন্সরের উপাংশ গাল абе A; হয়, তবে দেখাও 
যে Аў = 01 


(10) А, যাঁদ কোন তৃতীয় адя মিশ্র টেন্সরের উপাংশ হয়, তবে দেখাও 
যে টেন্সরাট, একটি প্রাতসম ও একটি বিপ্রাতসম টেন্সরের যোগফল 1 


(11) ауе ৪৪ ania যাঁদ দুটি বিপরীত টেন্সরের উপাংশ হয় “N 
817 = 0 যখন 73) হয় তবে প্রমাণ কর ধে 20 = 0, যখন 171} 
এব g = 1171 

(12) দেওয়া আছে যে Aj Bjk = Gi, যেখানে Bjh askha হল, 
যদচ্ছ একা প্রাতসম টেন্সরের উপাংশ । প্রমাণ কর যে Aji Ал একটি 
টেন্পরের উপাংশ। সম্তরাং দেখাও যে যাঁদ Аді je k ag я 
alem হয়, তবে Ад একাটি টেন্সরের উপাংশ । 

(13) দেওয়া আছে যে Aj: Bik — Ci, যেখানে Bik «тя হল, যদ 
একাটি বগ্রাতসম টেন্সরের .উপাংশ। প্রমাণ কর যে Api = Anji, একটি 
белс Фори | 


ӘТК দেখাও যে যাঁদ Ал, je k এর সাপেক্ষে 
fafana হয়, তবে Аун! একাট টেন্সরের উপাংশ | 
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(14\ : si 
af, Zij ও ৪% এরা দুটি বিপরীত গ্রাতসম টেন্সরের উপাংশ হয় এবং 


Us Җ 
£ যাদ কোন সহচল ভেষ্টরের উপাংশ হয়, তবে দেখাও যে 
Zij ut uj = gÚ u; и যেখানে ui = gË uj 


(15 aky 
) মনে কাঁর g; dxi dxi একাঁট স্কেলার, যেখানে ахі unu ME 


যেকোন একটি 
প্রাতিল ভেষ্টরের উপাংশ এবং Sij = Sji | দেখাও যে ৪% গাল 
একাঁট টেন্সরের উপাংশ 1 ЫС j 


(16 

এবং Жа কার ар এগুলি, একাটি দ্বিতীয় ক্রমের সহচল টেন্সরের উপাংশ, 

а | а! ছকে ау উপাদানের ят, যেখানে 1971 = 

35 01 দেখাও যে aÜ গুলি, একটি প্রতিচল চেন্সরের উপাংশ! 

ч সংকেত ৪ ai aip = ip এবং 8% একটি МЫ টেন্সরের উপাংশ ৷ 
উদাহরণ (7-5) ব্যবহার কর। ) 


п (n +1) 
মোট 2 


1 | 
(17) দেখাও যে, একটি দ্বিতীয় ася প্রতিসম টেন্সরে। 
সং 
м বাধীন উপাংশ আছে । একটি দ্বিতীয় মের বিপ্রীতমনটেন্সরে কতগুলি 
উপাংশ থাকতে পারে ? 
18 
s ) айт Ар ата, একটি বিপ্রতিদম-টেন্সরের উপাংশ হ' এ 
প্রাতিল ভেন্টরের উপাংশ হয় তবে A; u ий = 0 3A! 
( সংকেত ৪ Aij = + (dij — aji) এই সম্পর্কটি ব্যবহার কর। ) 
Еи эй, А sf একটি ps অবিচল 
এবং ॥' aspiq, একটি যদ (arbitrary) ভেইরের উপাংশ হয়, 
দেখাও যে Аў = \бу হবে। 


(20 
X প্রমাণ বর যে। [47 _ ^4 
৪) স্কেলার, যেখানে ау ও Gij এরা, দইটি সহচল ШИШИ উগাংশ। 


( সংকেত £ দেখাও যে | 9/-741- 0 সমীকরণের যে কোন 
| = 0 энен ৭ — А হবে, 


A= 
M হলে, | by — À by 
аи, যথাক্রমে a ও йу এর অন:সঙ্গাঁ 


বং ш যাঁদ 


R | = 0 এই সমাকরণে, лая 419944 


খেখানে 
bij Б тфа অন্য Y- 


উস) 


14 
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i 
(2) зї 7% 1৮ 
Л Js 
ун AE <°... <, Әу а ду! әх? əxËs m 
Ё, Вг... В, ха әх, дул “ду 
তবে দেখাও যে | 
1128 È 
AA... js 
Ps 


xs 
В.В... .В. дуї әу әхл ` axs 


i 
যেখানে га ar 18611 
Е 


(22) АЗ ania যাঁদ কোন N ভরের আপোক্ষক টেন্সরের উপাংশ 29 


т! 
তবে দেখাও যে А? এগ্যাল একটি N ভরের আপোকষিক টেষ্সরের উপাংশ ৷ 


(23) Aj উপাংশ বিশিষ্ট কোন N ভরের আপোক্ষক টেন্সর থেকে, “| 
М еза оета আবি чага az । 
(29) gy «аа যাঁদ কোন পরম টেন্সরের (absolute tensor) উপাংশ 
p তবে দেখাও | gy | ছকটি একটি দুই ভরের আপোক্িক দ্কেলার ! 
(23) যাদ Aj ও Aj asist যথাক্রমে দুইটি N ভরের বিপরণত গ্রতিসম 
Wan s ama হয়, তবে দেখাও যে Y-তন্ন্রে sam উপাংশ 
[| BY = | AY | ух-з, В; |=] Ağ] মক 
এবং অনুরুপ, আপোক্ষিক মিশ্র টেন্সরের উপাংশ Aji এর ক্ষেত্রে দেখাও যে 
1011 ৯14০1 м, যেখানে 3 = 2৯ | 
| ду? 


অষ্টম অধ্যায় 
রিমানীয় মেট্রিক 


Ei রিমানীয় দেশ ও মেট্রিক টেন্সর (Riemannian Space and 
metric tensor) : ) 
আমরা জানি Tamie isoa দেশে, ЙӘ ӨРТ? 99 
(0, №, 2%) ও (yt + дуу у? + ау, у? + ауз) এই দুটি {নিকটবর্তী 
* সংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য ds হলে 
+ ds? ভু (2) + (dy) + (ауз) = Š; dy: dyi (৮১ = 1, 2, 
লেখা যায়। 
নিকটবর্তী па দূরত্বের এই яе আরও 
মানিক Яй Tasa দু £ ы а у.) ও (1+ ау, 
ইউাক্লডীয় দেশে, কার্ত'র sa (b У› Б 
2° 4 ays, .. yny дун) এই দুটি নিকটবর্তা Гата দূরত্বের 
2 = 6ij dy: dy, 


3); 


প্রসারিত করে, একটি 


ds? = (4) + (42) + e + (dy?) 


এইভা д র ডেল্টা 5 = 1.2, +")! 
Т বে লেখা 88 ( এখানে à; হল কোনেকার 01 এ না 
пах), (= 15252 i 


i = yi (xl, х?,. 
3 Jt = у? (хі, х, a sns 


কোন স্থানাণ্কের রূপান্তর হয়, তবে নতুন X-ga м 
Чг সাপেক্ষে, আগের দুটি farga wasa বর 


৪:৮০ 655 и, йй. লও 


[] 
বাকে সংক্ষেপে dst = gap ах dx8 এইভাবে লেখা হয় 


2 
чыч ‚ай aM, (х, В. учн) И л 
j Бар = у ота ду?” A 1, xX? x” 
R ৪০ এইরূপ অপেক্ষক আছে। (вав এরা প্রত্যেকে X X> ee 
SA অপক্ষক।) ⁄ 
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тЇ ROTA MALSA 46 হওয়ার দরুন, ds? অবশ্যই একাঁট «ЙАБАН 
হবে এবং যেহেতু dx чөй একটি প্রতিচল ভেন্টরের উপাংশ, সুতরাং ভাগফণ 
নিয়মানুযায়ী ৪.৪ এগডল নিশ্চয় একটি দ্বিতীয় রুমের সহচল টেন্সরের উপাংশ 
হবে। 
সুতরাং সাধারণভাবে, nnie ইউক্লিডীয় দেশের কোন Хайй 0 
নিকটবর্তী বিদ্দ;র ТАПЧЫ বর্গ কে আমরা 
ds? = gij Яхі 4х2 (i, j = 1,2, .. .n) 
এইভাবে লিখতে পারি. যেখানে Zij হল, Херд একি দ্বিতীয় ক্লমের 
ভেষ্টরের উপাংশ। *-তচ্রাট লক্ব-কার্তর eza হলে Zij = 9 হবে, у. 
&й = 1 যখন i= j এবং gij = 0 যখন i=] ৷ И 
Ti 'নিকটবতা বিন্দুর দূরত্বের এই ধারণাকে সামান্যাকরণ করে ডি y 
‘zation), মানায় দেশের সংজ্ঞা দেওরা যায়। যে কোন ॥*মাত্রিক দেশে %. 
xi + 4x; (1= 1, 2---) WÑ নিকটবত বিন্দুর ক্ষুদ্র দৈরঘেযর বর্গকে 
ds? = gij ахї 25 (i, j = 1,2, ১১১82) ; 
এইভাবে প্রকাশ করা হলে, সেই দেশকে একটি faata দেশ (Riemannia” 
Space) বলে। এখানে gj হল, একটি faota да সহচল টেন্সরের উপাংশ 
এবং এগুলি, xi (i = 1, 2, ... n таз অপেক্ষক | 
আমরা জান gj কে, একটি প্রাতসম টেন্সরের উপাংশ Aij = $ 
= (у + 200 এবং একটি বিপ্রাতসম টেন্সরের উপাংশ bij = 3 (৫7 — 87 
এদের যোগফল হিসাবে লেখা যায় ( অথাৎ gij = aij + бу)! অতএব 
ds = gij dxt dx) = aij dxi dxi + bij dxi dxi = aij ахї ахі 
( ет! bi; বিশ্রাতস্ম হওয়ার ичн b; dai dxi — 0 ) 
সনতরাং সাধারণভাবে আমরা ds? = g;;dxidx; 


এই яда gy কে, একট 
দ্বিতীয় асла প্াঁতসম সহচল টেন্সরের উপাংশ মনে করতে পারি।  স্পণ্টত 


п(п + 1) 

27 হবে । মানায় দেশে কোন be 
TAGE n, gij এই টেদ্সর উপাংশ গলির সাহায্যে бач দুটি Tas; 
সংযোজক রেখাংশের দৈর্ঘ্য ds কে প্রকাশ করা হয়। এই ৪৮ поја বলা হয 

"i 


মোট জ্বাধীন gij এর সংখ্যা 
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একটি саде টেন্সরের উপাশ (components of a m 
Zij dxi dx; কে বলা যায় Q ma রিমানীয় দেশের taiga (metric) 1 


আমরা দেখোঁছ যে. প্রত্যেক ইউর্রিডিয় দেশে 
тутт যায়, যাতে gj = j ©! 
= g;; dxi ৫৮/ জানা থাকলে এমন কোন Эт 
নু করে ৪ =.8у হয়। অর্থং এমন কোন 
= xi (у, уз, уз), ({ = 1, 2, e 
dè = 8;; dyi дуў হয়, এবং সেক্ষেত্রে -মাতিক 
যায় না। সৃতরাং সন্ত িমানীয় দেশ ইউক্লিডাঁয় দেশ ন 


aRt ইউক্রিডীয় দেশ fanata দেশ হবে। একাট রিমানগয় দেশের ক্ষেত্রে 
й বিশেষ есп g; aia 99 হলে, 80 গুলিকে বলা হয় aioa 

*সরের উপাংশ (components of cartesian tensor): এবং সেই ছ্থানাঙ্ক 
SaF বলা হয় কাতর еш! একটি রিমানীর দেশে যে জ্যাঁমাতর আলোচনা 
করা হয়ে থাকে তাকে 'রমানীর জ্যামিতি (Riemannian Geometry) বলে 


১৪৫৪ সালে প্রখ্যাত গাণিতিক B. Riemann এই জ্যামাতয় সনা করেন। 


etric tensor) এবং 


д ই 
আমরা এরপর ds? = ау dxi dxi এই সর খেকে ৪ টেন্সরের ও s 
সংলগ্ন আরও অন্যান্য টেন্সর বিষয়ক আলোচনা করবো। পরবতী আলোচনা 
আমরা ধরে নেব যে 
মে অন্তরকলন- 
(0) (айа টেন্সরের 80 উপাংশগ্ণাল একাধিক বিভিন 80 
যোগ্য । Е 
Ш |g; | = 230! га 
ID. кайа бй УР 2 289. 
t=01! 
ds? = gi; dx’ ахі > 0 дета না প্রতিটি dx 
উদাহরণ (a) s 
; গালীয় 1918 
SGT কার ইউীরুডীয় দেশে কার্তির-ছানাত্ক ўе! 
(8 
1, 2, 3) ক. টি 


s = дї sin x 


у : 
৯:0২ = x1 sin х? cos x°, У 
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এখন ds = $; dyi dy? = 8; ахі ахі | 
жы a F 
9 z 
bp oY, (৮/ =1, 2 3), (4219 » 1 2, 3) 
এ . 2 (әу ү? ду? \? a уз}? 
а) hlas) AE) 


5 8; = 


sin? x? (cos? x3 -+ sin? x?) -+ cos? x? = 1 


= (2৮) A, (0x02 
-Baz ( >) 35 (8) + (8৮) 
== (x1)? соз? x3 + (x)? sin? x? = (х1)? 


(ду 2 ду? 2 8 2 
sa (=) + (25). (2 


“= (ху? sin? xi, 


29291 дуї дуз дуз дуз 
উজ 218 а এন 2 Әх? 


xl sin x2 cos x2 (cos? x? -+ sin? х3) 


— x1 sin x? cos x° 


এইভাবে En = gas = Zaa = ga = ру, = 0 | 


উদ্দাহরণ (b) : 
fantas দেশে মনে কাঁর 


€ = 11/8, যখন ij, K যুগ্ম বিন্যাসে (even permutation) 
আছেঃ 
= = 81/8, যখন, 878 এগদাল অযদগ্ম বিন্যাসে (оаа 


° Permutation) আছেঃ 
= 0 RL 4 | 


° বখন যে কোন тЇ সূচক সমান । 
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এখানে ij, k= 1,2,3 এবং g= beli. 

| ৭; | যাঁদ একটি goana ছক হয় lij = 1, 2, 3), তবে ছকের 
নিয়ে লেখা যায় যে, 


ij Е 
ak = 6০০9 ki 87 নি 
i 


% ঘখন | a| = ৭ এবং ав = VE ей 
gis, eus — 683২ Bt = 1, 525৩ = 618 = = =m = —1, 


КОЛО "аат ЕЧ ш 


এখন, মনে কার хі = i (5) কোন ্ছানাঙ্কের রঃ 
প্রদত্ত ০%% (x) এর 


পান্তর এবং 


ай = 2. 
25 এবং ধার Y-a, ০% (y) «тј হল, 


Чи Ча অপেক্ষক। 
k segan আছে। 
k aapa ROA 


т 
অর্থাৎ, eiit (9) 117, ঘখন b j 
= _ 1177, যখন b P 
_ 0, যখন যে ফোন দুটি সডক সমান 


9 
বং Yaara h; মোঁট্রক 0997099 জন্য 
77158 а ае Ае) 
хі axi Әх? 


дх? дх 
eijk = 5৪80) ду? ду? 


хі ахі 
тей (х) = +/7 ০৪৭ (y) T фт бу 98. 1 bi) 


|] 


কিন্তু i әх? 
ЫЛ 
axi 


& h Е 

| Мр, 
পাজি 2 (8:1 bii) 
(81 bi) নং a (81 bii) বাঁসয়ে পাই 
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1) 2%% дх7 xk 
í, 2 ав Ci CE OX 
eh (х) = екв (y) ay ay? Dy! 
sj একটি 
এই সমীকরণ থেকে সহজেই বোবা যাচ্ছে যে, ৫৮ এর রুপান্তর a 
তৃতীয় ক্রমের প্রাতচল টেচ্সরের রুপান্তর নিয়মের মত। সুতরাং e এ 
একটি তৃতীয় মের প্রাতিল টে্সর। এই টেন্সরকে একান্তর фән ( ау, 
nating tensor) বলে। স্পষ্টতই, eik = — efik, ek = — eitr 


А > 5 3 পেকে 
ӨЙ! = _ еї অৰ্ধ, একান্তর ют তার যে কোন দুটি সূচকের গা? 
বিপ্রাতিসম। 


82 মৌলিক টেন্সর ও সহযোগী টেন্সর (Fundamental tensors 


and Associated tensors) : 


মনে কাঁর একটি ॥-মাত্রিক রিমানায় দেশে (যেখানে ০০০ = gç dx? 4৪ 
জানা আছে), প্রতিসম মোট্রক টেন্সরাটির উপাংশগনাল ৪ (ij 1, 2, ... m) 
এবং gj এর আংশিক অন্তরকলজ গুলি সন্ভত (partial derivatives are 
continuous) এবং à রিমানীয় দেশের প্রতি টি বিন্দুতে g = | 8% 15 01 


এখন, 20 গাল, Q (айбе টেন্সরটির ДӨЙ টেন্সরের উপাংশ (con 
ponents of conjugate tensor) হয় তবে, আমরা জানি য়ে, এই эша” 
টেন্সরটিও প্রতিসম হবে (৪% = 50), এবং ৪% = Сі а হবে, যেখানে 
9% হল, | ৪; | ছকে, gi এর সহগুণক। 


/ tal 

899 80 এদের, যথাক্রমে একটি মৌলিক সহচল টেন্সর (fundamen I 
covariant tensor) এবং একাট মৌলিক afosa টেন্সরের (fundamenta 
Contravariant tensor) উপাংশ বলা হয়। সহজেই দেখান যায় থে 


25809 = 551 টেন্সরের পরবতী আলোচনায়, এই মৌলিক (ела গুলির 
উল্লেখযোগ্য ভাঁমকা লক্ষ্য করা যাবে। 


h Íz Is... টি. 
25 бу উপাংশ বিশিষ্ট যে কোন টন্সরের সাথে, কোন এক 
1.Јајз es» 


মৌলিক টেন্সরের অন্তগুণনের (inner multiplication 


) ফলে, যে টেদ্দর 
পাওয়া যায় তাকে? প্রদত্ত টেন্সরাটর সহযোগী টেন্সর (A 


SSociated tensor) 
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4 
বলে॥ উদাহরণ স্বরুপ, মনে কাঁর А” উপাংশ বিশিষ্ট একটি ММ টেন্সর 
U 


দেওয়া আছে। এর সাথে g; বা ৪% এর বিভন্ন প্রকারে অন্তগুণন করা যায়। 


Im ia 
T A = বা чн Ват ইত্যাদি৷ “лм প্রদত্ত মিশ্র টেন্সরাটির 
1. 
বান সহযোগ টেন্সরের উপাংশ হবে। এই সহযোগ! ঢেণসরের উপাংশ Л 
1 & Ú 
যথাৱমে А” বা A!" ইত্যাদি এইভাবে লেখা হয়। সহজেই বোবা 
3 111০০ 
চনে gg দ্বারা সহযোগী টেন্সর fao হলে, যে সূচকটির সাপেক্ষে 
অন্ত'গণন বরা হয়েছে, সহযোগী ঢেম্সরের উপাংশে, সেই пре লগপ্ত হয়ে 
যায় (সেই apoia যায়গায় আমরা বিদ্দ (- dot) বসিয়োছ ) এবং 
নিয়স্‌চকের সংখ্যা এক বেড়ে যায় ও উধর্বসংচকের সংখ্যা এক কমে যায়। অর্থাৎ 
Zü এর সাহায্যে সহযোগণী টেন্সর নিলে, S фен ও সহযোগী টেন্সরের' 
কমের সংখ্যা একই থাকে এইভাবে ৪% দিয়ে SERT করলে, সহযোগী 
টেন্সরের উপাংশ গলিতে GRAPE বাড়ে, 
মোট за সংখ্যা অপারবার্তত থাকে। 


অনুরূপভাবে বলা যায়, যে কোন সহচল ভে? 
абоза соза হবে, এরং যে কোন পরর্চিল ভেষটরের সহযোগী টেন্সর একটি সহচল 


Сеа 5041 , 

মনে কাঁর, % হল একটি 21951 ভেটরের উপাংশ যার সহযোগ свін 
উপাংশ হল n এবং এই সহচল ভেষ্টরটির хай ভেরের উপাংশগ্ীল ПЁ! 
অর্থাৎ 


রর সহযোগ টেন্সরট, একাঁটি 


üi=gij VÍ এবং gi=g 01 


и 71 1 
এরা একই প্রতিচল ভেষ্টরের BMM! 
ü; এর সহযোগী ভেক্টর উপাংশ 


অতএব =g £/-8৪2% 


সুতরাং দেখাগেল যে, £ 


safe, vi এর সহযোগণী ভে্র উপাংশ A হলে, 
এ! হবে। এইভাবে দেখান যায়৷ থে С বিশিষ্ট যে কোন সহচল ভেটরের 
ই প্রাতিল (БП সহযোগণী 899091 


সহযোগী пейш উপাংশ % হলে, এ 
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উপাংশগযীল и; হবে। অথাৎ, প্রদত্ত কোন ভেরের সহযোগী ভেষ্টরের সহযোগী 
ভেষ্টর এ প্রদত্ত ভেষ্টরাটিই হবে। N 


S 8.3 ভেক্টবের “দৈর্ঘ্য এবং দুইটি ভেক্টরের অন্তভু ক্ত কোণ 


(length of a vector and angle between two vectors. ) 


মৌলক taiag সাহায্যে, ভেষ্টরের দৈঘ ও দুটি rozaa 979 
কোণের সংজ্ঞা দেওয়া যায়। 


А) ভেষ্টরের taq: — 


কোন প্রাতচন ভেঙরের Soteria ара ш হয় তবে ৪/%:%/ এই স্কেলার 
রাশিটিকে বলা হয়, à ভেষ্টরের দৈঘেণর qa, Чай, и যাঁদ ভেউরটির দৈর্ঘ্য 
হয় তবে 


Ug; ui uj বা “=V gzu u П 


{ যেহেতু রিমানীয় দেশের মোট্িকে, ধরা হয়েছে যে, যদচ্ছযে কোন dx: এর 
জন্য gi; ахі dxi > 0 যতক্ষণ না 9১০0, অগা gij w ui > Ü যতক্ষণ না 
ui=0; সুতরাং ভেইরের দৈঘেণর মান ава হবে। ) 

IRRA ভাবে, প্রদত্ত একটি সহচল ভেঙ্টরের © кета] и; হলে, এ 
সহচল ভেষ্টরের দৈঘেণর (ия) বগ* হল u)=g щул 

কোন afea (বা সহচল ) ভে্টরের দৈর্ঘ্য একক (unit, и=1) হলে, 
সেই afera ( বা সহচল ) ভেষ্টরকে একক ভেষ্টর (unit vector ) বলা হয়। 
মনেকার, কোন প্রতিচল сеза উপাংশগ্ীল ui, যার সহযোগণ ভোরের 
উপাংশগ্ল %, এবং ধার এই প্রাতিল сәдд এবং лагат ভেষ্টরের দৈর্ঘ্য 
যথাক্রমে ॥ও G| 


P ТУ ক ০০) 
WO ৪৪৪ 227৯৪ gy uh 8j 0176 gg ub 07870847851 
সুতরাং দেখা গেল যে, 


কোন প্রাতচল ভেষ্টর ও তার সহযোগঈ ভেন্টরের 
দৈঘ্য সমান। এইভাবে দেখান যায় যে, কোন সহচল ভেঙ্টর ও তার সহযোগী 
ভৈন্টরের 


“মান । আগে আমরা দেখোঁছ যে প্রদত্ত কোন сыа 
সহযোগীর সহযোগী, tesa, 299 ভেউরাটই হয় । তাই, afr কোন প্রাতচল 
(বা সহটল) ভেষ্টরের উপাংশ ni GU w) হয়, তবে তার সহযোগী ভে্রটিকে 
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একই ! 
н হয়-এবং তার উপাংশ 91909, u; (রা) এইভাবে. লেখা হয় ও 


ш = ўш এবং ui= gij 41 мӣ 
র বর্গ হবে। কারণ ? 
ui u; ш (вум) = 8) 18 ; 
এবং ubu; = рў uju; 1 
«কোন ভেরকে একাট 


ভেষ্টরের иса সংজ্ঞা থেকে প্রমাণ করা যায় যে 
ভেইর হয়, তার দৈর্ঘ্য, 


ধন p» 
উন (positive) স্কেলার À দিয়ে গুণ করলে যে নতুন 
ভেষ্টরের їч за À গুণ” ৷ কারণ - 


কোন абера ( বা সহচল ) ভেরের উপাংশগ্ল মনে করি % (বা %/) 


এবং ধার ai = ди (বা 8; = Aui ) 1 অতএব 
Ф = Zij 26) = А8 uui = №1, 
বা а = gö ü; 8; = X g ш 7 11 

কোন седа শুন্য না হলে, তার সাহায্যে একটি একক ভেক্টর নির্ণয় ব্রা 
যায়। যেমন; মনে কার u দৈর্ঘ্য সপ্গন (u > 0) ভেষ্টরের উপাংশগাল И! 

এক্ষেত্রে যাঁদ £ = u Ju ধার, তবে 05 একক 
зуйі йд = (1и?) Ey ши? = (С и? = 80 
এই 7 (= ॥ | 4 ) উপাঃশ বিশিষ্ট ভেটরকে, প্রদত্ত tsatsa (&উপাংপ 
Tatas ), একক ভেক্টর বলা হয়। অনুরূপভাবে "i উপাংশ 191990 সহচল 
ভেষ্টরের একক ভে্টরের উপাংশ 19 হল £ | u যেখানে 


ভে্টরের উপাংশ হবে। কারণ 
ui ud ) 


-m 
- u = VEY U; Uj 


মৌলিক ঢেন্সেরের সাহায্যে, মানায় দেশে? A কোন দয়া 
аш! যেমনঃ 


গুণফলের (scalar product) সংজ্ঞা দেওয়া , 
ш ө ai যাঁদ দুটি Төп ভেউরের উপাংশ হয়, তরে 80 шаў এই রাশিটিকে, 
উিষ্টর দ্বয়ের স্কেলার গঢ়ণফল (scalar product) বলা হয়। 


ভেইরের স্কেলার 
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i 73 М 287 হত í ü; 
যেহেতু git = uj এবং gg TÈ = ñj, সুতরাং g; ui йй =u ü =u ü 
হবে। যেখানে ui ও й; যথাক্রমে ийе Gi এর সহযোগী উপাংশ। 
আবার যেহেতু gyut (аі + aj) = Si; us й + gij ui ül, অতএব 


“প্রদত্ত যে কোন দুটি CEGA ( g: ও дї) যোগফলের সাথে, তৃতীয় কোন 
ভেষ্টরের (%) এর স্কেলার গুণফল” 


= “প্রদত্ত ভেষ্টর দ্বয়ের সাথে, তৃতীয় ভেষ্টরটির পৃথক দুটি (a 
গুণফলের যোগফল ।” 


(В) দুইটি ভেষ্টরের অন্তভনত্ত কোণ ° 


afa দুটি একক aia ভেইরের উপাংশ ців ді হয়, তবে তাদের 5898 
কোণ 6 কে, cos 0 = gij ui üj এই রাশি দিয়ে প্রকাশ করা হয়। 


4 
© ГӘП, u; ও й; যাদি দুইটি একক সহচল ভেইরের উপাংশ হয়, T 
ভেষ্টর দার অন্তভন্ত কোণ 9 এর সংজ্ঞা হল cos 0 = ৪% щӣ; 1 


এই সংজ্ঞা অন:যায়ী আমরা দেখাতে পারি যে, wd ভেষ্টরের অন্তত 
কোন 0 এর মান 41891 অর্থাৎ | ০০5৪ | <| যেমন 

মনেকারি, А? উপাংশ faii একাঁট ama (arbitrary) afosa ভেষ্টয়ের 
জন্য gy Aš Aš > 0 যতক্ষণ না প্রতিটি А701 ( অথাৎ 'িমানগয় দেশের 
মেট্রিক giy ৫৫৮১৮ 0) । s 

এখন, মনেকাঁর, Їй একক প্রাতচল ভে্টরের উপাংশগুনল যথাক্রমে u ও ñ 
সম্তরাং, টেন্সর বাঁজগাঁণত অনুযায়ী বলা যায় যে, সমন্ত বান্তব সংখ্যা AS ^^ 
এর জন্য Аш рді এগুলি, একটি প্রাতিল ভেক্টরের উপাংশ হবে এবং সেক্ষেত্রে 
উপরউন্ত সর্ত' অন,যায়ণ 


Zij (Au? + їйї) (Aui 4২52) > 0 হবে 


+ Ngyjuiu + AB gg দহ) + Am gjuj ii + p? gyi ü > ০, 
১7717777252 Bij ui qj + p? £% %%/ ৯৮0. (2. g; = 83) 
বা 9১725 gij ИШЙ-- p? > 0, 

(`2 ийе এরা একক ভেস্টরের উপাংশ ) 
বা LATE (вуш а) + варт — জন ছ)5] ৯5০) 
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1 এই সম্বন্ধাট, д ও к এর সমন্ত ӨЧ মানের জন্য সিদ্ধ হতে গেলে 
-(89%% 21): > 0 হতে ша! বা [уша | < | হবে, 
বা | ০০5৪ [< 1 হবে, যেখানে Ө এর অন্ততুর্তি কোণ 6 ! 


এখানে যাঁদও দুটি একক ভেষ্টরের ашу কোণের সংজ্ঞা দেওয়া 
হয়েছে, অন্য ভেষ্টরের ক্ষেত্রেও অনুরূপ সংজ্ঞা সহজেই দেওয়া যায়! যেমন _ 
আমরা জান যে, ui যাঁদ যে কোন ভেঙ্টরের উপাংশ হয় ধার {яд শুন্য নয়, 
তবে সেই ভেষ্টরের একক ভেষ্রাঁটির উপাংশ হবে ' 


ui] Vga u 


সুতরাং, যেকোন দুটি ভেষ্টরের উপাংশ af ui a її হয় তবে তাদের 99995 


কোণ 0 কে 
і 7 УЗ —— усо 
cos 0 = gij ut | W Eni 27 gm B 80) 
এই ভাবে প্রকাশ করা হয়! 


স:তরাং মৌলিক টেম্সরের সাহাযো, আমরা দুটি অশন্য ভেষ্টরের 9999 


কোণের সংজ্ঞা পেলাম। এই কোণের ক্ষেত্রে দেখান যায বে 0 ভেষ্টয়কে যে কোন 
মাতক স্কেলার দিয়ে গুণ করলে, তাদের aage কোণ অপরারধত 9 


থাকে ॥ কারণ sni o pii এর JIRI কোণের কোসাইন 
gyi w 


= лова ৭৪০০ ШЕ 
Au uhu] VR Ет 5 ছি Vgma й 


= w en এর অন্ততুর্ত কোণের কোসাইন 
ш еш উপাংশ বিশিষ্ট Ti ভরের জন্য যাঁদ 8% 
Себат পরস্পর লব্ব বলা হয় । 


ui 1—0 sg, তবে 


কোন ভেষ্টরের উপাংশগননল যদ { হয় এবং যদি একটি একক 092099 
॥ ৫) এই ক্কেলার রাশিকে বলে “একক Toa 


ভেষ্টরের উপাংশ হল) ভেরদয়ের গ্েলারগুণফল ॥ পপ» 
арш ০0 হবে ॥ অথীৎ একক ভেউরের দিকে, “ ভেইরের উপাংশ শুন্য 
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তার 
হবে। আবার а! ঘাঁদ কোন একক ভেষ্টরের উপাংশ না হয়, তবে যেহেতু 
একক ভেঙ্টরের উপাংশগযীল 

4 | Vgu ah al, 


яп а? উপাংশ বিশিষ্ট কোন ভেষ্টরের দিকে, ui উপাংশ বিশিষ্ট একটি 
ভেন্টরের উপাংশ হবে 


gyu 05 | VE ara 
© মন্তব্য £ 

এতক্ষণ আমরা, "-মাত্রিক রিমানীয় দেশে, কোন ভেঙ্রের দৈর্ঘ্য বা GË 
ভেষ্টরের MRE কোণ বলতে ক বোঝায় তা দেখলাম এবং এই ял 
মৌলিক টেন্সর g; বা ৪% এর ভূমিকা লক্ষ্য করলাম 1 আমরা Ыы 
"্মাতিক রিমানীয় দেশাট, ইউারডায় হল, এমন কোন দ্থানাগক তন্র X পারা 
যাবে, যার সাপেক্ষে (ЇЙ টেন্সরের উপাংশগুলির ধম" হল 


৪৮1, যখন i=] এবং 870 যখন 1527 1 
TOR, এই Х.е 
(1) ui উপাংশ বিশিষ্ট কোল ভেষ্টরের দৈঘ্য হল 
u = VEG = [tay + (зн 4.০ + (uma) 
(Ш) দ্যাট сәя (и ও &) এর স্কেলার গুণফল 
= gyu? = win y যারা 
(0) ai ভেষ্টরের gega কোন 0 জন্য 85৫ 
cos 0 = (wat + wa.. F ura) [Уз (625 М3 (ај)? 
যাঁদ ইউরিভ দেশটি anis হয়, তবে 
u == (w)? + (ца)з L (8205 
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এইভাবে, Tamias ইউঞিডায় দেশে, লচ্ব-কার্ত'য়-তন্মে এ! ভেষটরের দিকে, u: 
ভৈষ্টরের উপাংশটি হল 


Sij wai | Zag 0 ав 
s Pip ea іу SSE 
(utat 1 иза? 1০8) | Ма т ৬7 ৬) 1 


মাতক Solok দেশের অন্যান্য তন্বে ভে্টর সম্পাকত আলোচনা পরে 
করা হবে। 


৪4. বন্ররেখার চাপ ও তার দৈর্ঘ্য ( Areofa curve and its 
length ): 


ম-মানরিক রিমানগয় দেশে। একটি айпа চাপ ( are of a curve ) বলতে, 
এমন কতগাল অসংখ্য বিন্দুর সমন্বয় ( assemblage ) বোঝায়, যাদের 
প্রত্যেকের স্থানাগকগুলি, x= (এই n সংখ্যক সমীকরণ দ্ধ করে, যেখানে 
1*একটি ব,ন্তব চলরাশি এবং h LiLo fo 19 ER 1 এর দুটি প্রদত্ত মান, এবং 
X-ga কোন বিন্দুর দ্থানাত্কগাল xi) l 


1 
এখানে আমরা ধরে নেব যে, % (0) т> এগুলি, /-এর সাপেক্ষে 795 


( continuous ) এবং রিমানপয় দেশের মেটটিকটি ৪ dxi ৫১৪৯০, যতক্ষণ না 
প্রীতাট dxi=0 ; এই সর্ত মেনে চলে l 

উল্লোখত সংজ্ঞা অনযায়ী। / এর কোন {аи মানের জন্য ( যেখানে 
1), aroia ওপর একটি নীট বিন্দদ পাওয়া বায়! 


মনে কার 1২1১ ও t= ty বরচাপটির উপর АТКА A ও B এই mo বন্দ; 
নির্দেশ করে। AB চাপের টৈর্ঘকে . 


tg 
NEE এই সমাকলের সাহায্যে লেখা হয় 
8 dt dt 
fi ; 
তবে ওঁ চাপের 


সাহায্যে প্রকাশ করা হম, 
(5) এই সমাকরণ 


| афи বরররেখার দৈ্ঘযকে 50919 FE 
яй 5 


ওপর х? штур 9:9 কোন £শীবন্দুর 


রর ভেক্টর কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 
"Ча ঘর প্রকাশ বরা যাবে, এবং বিদ্দুতে ক্ষুদ্র রেখাংশের দৈর্ঘ্য হবে - 
ds = 1/8 idx = N n ахі dxi 2০ 


0 аз ds 

এক্ষেত্রে А ই $=5, ও 8 £ 5=55 হলে, АВ চাপের їч) হল = 

Sa 

ахі dxj 
j ТА? ds аз ® 
б ДЕ 
এখানে ADSI, Q চাপের P 'বিদ্দুতে একক sopa“ rogaa উপাংশগ, 

dx: ахі ах? 
F, ( কারণ gi аа = 1) 


+ Р, A 
85 ত্রিমাত্রিক ইউক্লিডীয় দেশে মৌলিক ভেক্টর এবং সহচ 
ও প্রতিচল ভেক্টরের আলোচনা : 


মনেকরি їзїї ইউনিডাঁ দেশে কোন একটি ата কারি YATT 
তিনটি অক্ষের দিকে একক ভেষ্টরগযীল 


ei Cas езе : (1,0,0) ; е, : (0, 1, 0) ; es : (0, 0, 1)) l 
en ৪৮ е, এগঢ়ঁলকে, sq কার্তি'রতন্দে মৌলক-ভেন্টর (base vectors) বলা 
হয়। এই তন্তে কোন Р Tasa PUES (5১ у, уа) হলে [-বিন্দুর অবস্থান 
ভেষ্টর r = ep) + ৫7৪4 ৪৪০৪ হবে! 

RS еј, ০৮ ৫৪ এরা পরস্পর স্বাধীন এবং еседа, AR 
বিন্দুতে “йезе ( infintesimal) সরণ ভেষ্টর dc কে dr = e; di লেখা 
দর (890 পট দি নিকটবতা fom: P (уй, Q : + dy) এর 
TIS ds হলে 

45% = qr.dr = е; ау. e; дуј = ôi; dy? дуў, 
(ж е;.е, = 8; )1 

এবার মনে কার xi: = xi (0%, 02 уз), (i= 1, 2, 3) এই রূপান্তরের 
মাধ্যমে একি বক্রৈখক ( curvilinear ) চ্ছানাঙ্ক Gs X নেওয়া হল, যেহেতু 
এক্ষেত্রে, ॥ কে (y, уз, узу এর ভেষ্টর অধ 


পক্ষক ধরা চলে, 
or; М 
সুতরাং, ааа = g; ахі | যেখানে z= дг, লেখা হয়েছে! 


টিং 
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অতএব, dr = 9; ахі = е; dyi = ë; dyi = Ра dx: 
(8'5il) 


—-— -— 


әр 
axi 
এই gu ga go tegan faa ২-বরুরৈথিক তন্তে মৌলিক ыа বলে! 

(8.5) থেকে বোবা যাচ্ছে যে: বু রৈখিক তম্যে মৌলিক ভেষটর ৪ গল 
সাধারণভাবে аса аз, তারা (১০০) বর্ুরৈখিক স্থানাণ্কের তপেদক এবং 
Siani সহচল নিয়মে রূপান্তারত হয়, ( তাই এঃ яе সহচল ভেষ্টরের 
আকারে লেখা হয়েছে ) 1 


এবং g; = L (6/27) = ej 


চিত 


; ছানা গ্পর্শকের Ñ 
যেহেতু 0; = ar, অতএব gi হল % দ্থানাণক রেখার স্গশ'কের 10% 


axi 
একাট ভেষ্টর (ш) ফণ্তন্মে মেট্রিক kun Si হলে, 
j আবার যেহেতু 1 


বিন্দুতে dst = dr. dr = 850 ахі হবে 
ds? = dr, dr = gidxt. gj dx = Ei Sj ахі dxi, Эҳе 
২7৯৪ рь এবং অনুর ভাবে yara 67 = et: ë; | অথ, দেখাগেল 
বাক тїн দেশে মৌলিক ভেঙরের সাহায্যে মেট্রিক 0097009 প্রকাশ 
বয়া যায়। 
15 


7226 ভে чени ও (бәла 
= 1, সুতরাং 
এখন, সাধারণভাবে যেহেতু, рл. g, > 1, Er 82 Æ 1, Ba Вз পাও শি 


তম্মে 
Pa Eo в ania সাধারণত 'একক ভেক্টর নয়। অথাৎ, বরুরৈখিক 
মৌলিক tesa একক ভেষ্র নয়। আবার 
Е 81 
pi дуў yi ayi q ন 
калч т. 9% = ay 3৮ ай, সাহাব ай, 
খান যা 
991%, вз ও ৪2 এরা সাধারণভাবে, পরস্পর লদ্ৰ নয় । এইভাবে “g এ 
8 És এবং ৪৫, 01 এরাও সাধারণত লম্ব না হতে পারে । Zo Zo Ёз 
АМ পরস্পর জদ্ব হতে হয় তবে 
278 ду! 
Ey = б, 08 95 = ০ যখন 157; 
এই সত‘ মেনে চলতে হবে। 


6 › sale 
fenis ইউক্লিডায় দেশে ¿feb বিনতে এই лела s চা 
গ্রাতাট বিন্দুতে Ex Bo & পরস্পর д হলে, Y-তল্মকে йерде রৈ 
( orthogonal curvilinear System ) বলা হয় | 


এর йй 
আমরা জানি, বে কোন А ভে্টরকে উপধুক্ত কোন স্কলার А-4 


А = À dr এইভাবে লেখা যায় | 
ы! 
20 ; GIGA 
সুতরাং ০৯১৮7 кі = Аїр), যেখানে 4: = лан অন 
ভাবে মনে কারি, Үл A রম 
জী i ү 7 থাক! 
= AS 27 TB: = Aj > ! অথাৎ, Ai ও Bí ата য 


হলে। 
একই ভরের X ও খ-তল্দেপ্রাতিল উপাংশ ৷ A содда দৈর্ঘ্য 
আমাদের পাঁরাচত сәдд বাঁজগানতের নিয়মানুযায়ী Аз = A.A 1 

A. А = 8; Ат, 


Ər м 
কিন্তু যেহেতু de = SL, 9%, 


геге BL 
= Bie; | жет, A=Biei= 


AGI 
8 AJ = ga gj АЗА] সতরাং Azs=g; Aš AJ i 
ছে 
আগের 83 অনঃঙ্ছেদে এইভাবেই ভেষ্টরের Usa সংজ্ঞা দেওয়া হয 


iC] 
অতএব দেখা গেল যে (58:3) অন,চ্ছেদে বাঁণ'ত ভেষ্টরের দৈঘে্র সংজ্ঞা 
বাঁজগাঁণতের দৈঘেযর ধারনার 


@ 
সঙ্গে সঙ্গতিপূর্ণ । এইভ/বে দেখানো যায় үш 
= ৪ তে বাঁণ‘ত ভেইর সম্পা্িত সমস্ত яаа, Samaq দেশের ভেইর বাজগা 
ধারনার সঙ্গে সামঞ্জস্যপূণ* | : ( 
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eska দেশে, g; মৌলিকভেউ্রগ:লির সাপেক্ষে যেকোন ভেক্টর А এর 
পাংশ বলতে কি বোঝায়, তা বলা হল 1 এবার অন্য ধরণের মোঁলিক 
ভৈষ্টরের সাপেক্ষে, কোন ভেইটরের সহচল উপাংশের ব্যাখ্যা দেওয়া হবে। এই 
নতুন মৌলিক ভেইরগুলিকে বিপরীত মৌলিক ভর বলে অবহিত বরা হয় 1 
মনে কার ৪1, gs, g এই তিনটি седя এমন ভাবে নেওয়া হল যাতে, 


£ = £a X бз 2872 Es X 21 g= gı X Ва 
[818285] 21522585117 181 85851 


খানে Га, вз gs] ইল gs So 8৪ এর স্কেলার গুণফল, স্পচ্টতঃ gi. ру==8% 
N আরও দেখান যাবে যে gi. g? = ৪%, যেখানে ৪% «түй, ৪ মোক 

'সরের, বিপরীত টেন্সরের উপাংশ এবং 1891 =Im g g g 
(4৯1,2১3) এগুিকে, ш (171, 2, 3) এগুলির, বিপরীত মৌলিক 
ей. ( reciprocal base vectors) বলা হয়। অনুরূপভাবে, e; গুলি 
Чї, Улп বিপরীত মোৌঁলক седа হয় তবে দেখান যায় £ 

ei, 9৮58) р এবং ei, еў=87 

a чы седала যে সংজ্ঞা দেওয়া হল, তা থেকে পহজেই দেখান 


2 i x g? 
= 8X EXE SB 
Е гаир [eel [৪28৮] 


РК [29 | = [g g g] 


Reals liage গুলির সাহায্যে, যে কোন তের А কে 
৯৪৫ g এইভাবে প্রকাশ করা সম্ভব! УӘ অন ভাবে বাদ 


নট B; € হয় 
তবে 
B; ef, ш==Ву ©. ёв গু 


Азд; õi =A} gi. ві=Ағ gi= 
5 ду ‚д7 
узу 8941 | 
সম্তরাং А; asia, সহচল নিয়মে রূপান্তরিত হয়! Аге B; <la 
বাক Ü j 
X ও Y-a, А ভেষ্টরের সহচল উপাংশ! 
যেহেতু Аді g = A 8&1 সুতরাং & ও A; Йй একই Седин 
№ ধরনের উপাংশ। জন্ম айй 90 যেহেতু есе, এ: 


228 ভেক্টর কলনবিদ্যা ও টেন্সর 


ЛЕ: о Y-i 
Баева ০ ৫ ০, ইত্যাদি h সুতরাং 
еее] | 


যে কোন ভেঙ্টরের প্রাতিচল ও সহচল উপাংশ সমান 1 
যেহেতু &- g! = gt, সুতরাং эл এর দিকে একক себя হল g lg! 

যে কোন ভেষ্টর A এর, এই একক ভেইরের দিকে উপাংণ হবে . Ç 

A. в' Јур = Ai gi р | Ма = Aisi | уеп = А? J gl 
А VZT কে বলা হয়, рт ভেষ্টরের দিকে А এর ভৌত উপাংশ (P 1099 
compound) এবং একে AQ) এই ভাবে লিখলে A = A1/ V g, 
যেখানে А! হল একটি প্রতিচল উপাংশ | অনুরূপ ভাবে А ভেষ্টরের, E їл 
ভেষ্টরের দিকে ভৌত উপাংশগুলি AG) = Aa | yg, A® = A | V £ 
এইভাবে, в alas tosiaa দিকে А ভেঙ্টরের ভৌত উপাংশ 
গল হল 

Аау=Ау | ув, AUSA; Vga, Ау Аз / V 1 
(কারন 4014. ж] USA ore М =A: | Мп ইত্যাদি)! 


pA 
ПМ অক্ষতন্মে (যেমন Y-sGn), ভৌত উপাংশ প্রাতচল উপাংশ ও গহ 
উপাংশ সমান 1 


অনুশীলনী ৪ 


(1) faias দেশে х= cos 0, y=r sin 0 হল. pioi “ISMI 
(х,у) ও মেরুস্থানাংক (r, 0 


) এর রূপান্তর 1 মের; দ্থানাণ্কে মে 
টেপ্সরের উপাংশগুলি নিৰ্ণয় কর। 


( উঃ gn=1, 82২7৯, gia=0 ) 


„Е 
(2) amas ইউক্রিভী় দেশে বেলন FAKT (7, 0, 2) এ, йй 
ла Breia Faaa কর À 


(উঃ 8৯৪৪৪ =], 82০৯) £গ্-০ 2৫) ) 


রিমানায় মোটরক 525 


1 ay’ 


: av: 1 8) ау} 


Ven ә? M Ea әх" V Eas Эх? ° 
с 
খানে Y-তন্ব হল লম্ব কার্তিয় < ৷ 
M (b) যাঁদ xiex স্থানাঙ্ক রেখার 9999 কোণ 9 হয়, তবে দেখাও 
0S U=g;2 Гуе РЭА l 


(4 
) ভ্িমান্রিক দেশে X ও Y opaa রুপান্তর নিয়ম হল 


= уу? sin у, x = 710),-0১ 


x1 == yt ° © 
уу? cos y’, 2 
দেখাও যে + 
ds? = [(৮:71-0৮/ [dy1)° 4 (453) + (y1y2)° (৫৯21 

| (১) famis sofro দেশে, রৈথিক রূপান্তর হল Y 
ай | 0, (i j=1, 2, 3) যেখানে Y-তন্ম হল 74 কার্তির-তন্ত ৷ 
রূগান্তরটি লব্ম-রপান্তর 


০ 


১ 
m п গোটক টেন্সরের Senia নি PA 
মোদক ঢেন্সরটি আলোচনা কর! 


3 
( উঃ Zij“ -X аќ“ 1 ) 
6—1 


4 (6) Wamaq ইউরুভায় দেশে, ú ভেউরের সহচল ও গ্রতিচল উপাংখগলি 
“д шщ ও uñ (৫15 2,31 দেখাও যে шп. এবং i= Bi l 


ধানে g; গল মৌলিক-ভে্র এবং £ গণল বিপরীত মৌলিক 084 1 


(1) ।স্মান্রিক রিমানীয় দেশে প্রমাণ কর মে 
п 0! 


(৫7) Bik Вур gij) gij = ( 
си বিশিগ্ট দুটি ভেষ্রের 


(8) amia রিমানগর দেশে, £ ও üi উপা' 
ইত কোণ 0 হলে, দেখাও 


| 9 
হারা 
Вав £15 HS uP ü” U 


рсе 
230 ভে কলনবিদ্যা ও টেম্সর 
A; ania একটি প্রাতিদম সহচল টেম্সরের উপাংশ এবং % ও £' 


উপাংশ Таб দুটি একক седа প্রতোকে, gi উপাংশ বিশিষ্ট তৃতীয় একটি 
ভেষ্টরের সাথে লম্ঘ, এবং 


(9) 


(Аў 389) ut 4 р £7 
যেখানে AX’! 
ভেক্টর পরস্পর লদ্ব এবং 


= 0, (As _ Yg) ш + p ü; = 0 2 
প্রমাণ কর যে, иі ও йі উপাংশাবশিন্ট প্রথম দু 
দেখাও যে Ау %:77-01 


(10) иб й উপাংশ বিশিষ্ট যে কোন দুটি একক седа বাদি লদ্ব হয় 
তবে দেখাও যে 


(877 аъ — Enp 89) 87218727511 


নবম অধ্যায় 
ক্রিঠোফেলের প্রতীক ও সহচল অন্তরকলন 


( Christoffe)°s symbols and covariant differentiation ) 


ক্রিস্টোফেলের প্রভীকাবলী ( christoffel’s symbols ) : 
প্র দুটি 


ক টেন্সরের উপাংশ ৪% গলির অন্তরকলজের সাহায্য প্রা 
ধরণের প্রতীক টে*সর কলন বিদায় ব্যবহার করা হয়। টেন্সরের 
আলোচনায় আরও অগ্রসর হতে গেলে, এই প্রতকাবলীর ব্যবহার গুরত্বপূর্ণ ॥ 


এগ্যালকে 'ক্রিস্টোফেলের প্রতীক বলা হয় ! 
কিস্টোফেলের দুটি প্রতীককে: 


[7১11] ও ШЕ dj k = hd 


এইভাবে লেখা вл! 
এই asian iaa সংজ্ঞা হল 
24 927. 221) . 
кте (ж; + 8): 
11 То ПОШ) 
এবং 


k š 
{ 1 = PM [J 1); (৮861 1s 2; aan) (91 i) 


( এখানে 1 এর সাপেক্ষে যোগ বরা হয়েছে! ) 
ты প্রতীক ( christoffel’s 


কে বলা হয় fieren দ্বিতীয় 
ond kind ) 


[1], ৮] কে বলা হয় 00009041 প্রথম 
Symbol of First Кіпа ) এবং {7 } 


শ্রণপর-প্রতক ( christcffel's symbol of sec 


232 ভের কলনাবিদ্যা ও টেজ্সর 
মৌলিক টেন্নরগুলি প্রাতসম ( 
গুলর সংজ্ঞা অনয্যায়ী (9-1 i, ii) থেকে দেখা ата বে 
КОШЕ. এবং [6] Е. ои 
Же {л}! 

9:11) কে ৫% দিয়ে গুণ করে k এর সাপেক্ষে যোগ করলে পাই 
у Е} n i 

Sin {р} = mens, — 81 01) = Lij, m J (9119) 

m 
এইভাবে দ্বিতীয় сеен প্রতাঁকগুলি থেকে, 


প্রথম শ্রেণণর প্রতীকগলি নির্ণয় 
বরা যায়। (9.127) এবং (9412) 


মান ধরে গুণ করে যোগ করলে, দ্বিতায় 
T আবার দ্বিতীর শ্রেণপর প্রতীকের Tg সচকটির 
সাথে ৫এর একটি এচেক সমান ধরে গুণ করলে: প্রথম শ্রেণীর প্রতীক 
পাওয়া যায়। 

কিস্টোফেলের প্রতীকের সাহায্যে, 23; 


“এর আধাশক অন্তরকলজগলি ( Partial 
derivatives) লেখা বায়; যেষন 


Па МЫ мі ; ў 

2৮ а ва фор өзу 

আবার ৫৮ g; 8) এই অভেদকে, x এর সাপেক্ষে অন্তরকলন করলে পাই 
да‘ 


Г А ix Ôg, টি, 
৮2578 85০ (Т дй এর মানথুলি ধ্রুবক ) 1 


এখন, এই সমীকরণকে ৪/৪ দিয়ে গুণ করে যোগ করলে আমরা পাই 


; д8'= ক 7 
О сын « ORT 
৭. ৪৪ e се 
OES i / 
বা 04 ১৮ = — g gi [z Н а) + g; f Ж {) 
( 9-1 v এর সাহায্যে ) 
двів 1 
STA SEN а. = Sp ‚ а 1. 
ДУ р аер вн {з | 


o 


л чаш 


Symmetric ) হওয়ায়, করিস্টোফেলের প্রতীক 


কিদ্টোফেলের প্রতীক ও সহচল_অন্তরধগন 


সুতরাং 98% gim 131 — gi” (5 р? 
КИК к= — gim P 87 km 
(91) ব্যবহার করে, ক্রিস্টোফেলের প্রতীকের সাহাযো, 
আংশিক অস্তরকলজ পাওয়া নান ! 


gü উগাংশগ্ীলর 


Чї 12717 g হয йк বুকে 27788 
আমরা জান 


д8 ә", 
টি Gï TED 


রর ত GY = 887) 
883 x ( যেহেতু 


i) 


Б. 
SSH পক্ষকে 2 দিয়ে ভাগ করে, আমরা লিখতে чі 


9198 ve ( I 
ЛТ ={ к! pi 


(941৮1) 


উদাহরণ (a) রিস্টোফেলের প্রথম শ্রেণীর প্রতীকে তিনটি সচকের মান 


“মান হলে, সহজেই নিল্নালাখত ЯГА দেখান ТЕ 
Ги, ig = pê, [22, 2] = g ইত্যাদি! 
д>? fa 
ў ОМ 
উদ্বাহরণ (b) кшш দেশে, জন্য কাতর ZAS, М 5 
লা শু 
А9, সুতরাং, উ কারি era বিস্টোফেলের ан শুনা E 


2 কিসের ভীকগুলির রূপান্তর নিয়ম ( Trans- 


1 
Ormation laws of Christoffel's symbols ) : 
গিলতে, 1, J, সূচক সমহ 


আগের ্টাফেলের প্রতীকগ, 
অনঃচ্ছেদে (9,1), জি এই গ্রতীকগুলি টেন্সরের 


С 
খভাবে ব্যবহৃত হয়েছে, তাতে মনে হতে পারে যে, 
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3 
উপাংগ । কিচ্ছু সাধারণত তা হয় না, বর্তমান অনুচ্ছেদে আমরা ছ্থানাঞ্বে 


I 

পানের ফলে কিস্টোফেলের প্রতীকনয়ের রুপান্তর Халеа নির্ণর করব 

দেখা যাবে এই রূপান্তর নিয়মগুলি, টেন্সরের রূপান্তর নিয়মের অনুরূপ নয়! 
মনেকার X থেকে *-তন্দে স্থানাণ্কের রূপান্তর হল 


X = хі (рі 02 ০০ PRIE L227 AL 
z aa 
ধর Y-atsa মৌলক টেন্সরদ্য়ের উপাংশগৃলি hij ও hij এবং Y чәй করিল্টোফে 


প্রতীকগ্াল Lij, k Jy ও নিন 


я 
; x< 25 дх* gx” 
hi; x) 95 г< > ih = Bay ду! дуй 
hi, = ga, 28 Әх" 
7 88, DT дуй š 
ৰ করে 
এই সমণকরণগনলিকে যথাক্কমে 2%, уй, yi এর সাপেক্ষে অন্তরকলন 
আমরা পাই 
Әһ; = Zae 2২৭62৫8৪6১৮ 
дуЁ © өх" ду? ду] 2১৯ 
4 95১৮ əx! дх= 985৫9 


25৪80727805 185৪ Әу? aY аук 
Bhir L дек, Ax әх» 2১৪ 


997 29 88 8)% 8) 
_д%х= дх? 9১ 0x? 
`' уі дуј ayh ' ৪০৮ ду] PYP 
Qs 8৪৪8 Әле 0৮৪ әү” 
28৮72 9)% 
xB ах» х8 9255 
ШК” টি z Я а. ET 
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Lij, kn] = [«В, y] টা д টি 
ari әу? Әу" 
е E ККУ. Ый) 
++®ў (৮ দি 
++} [= I “টি 


তীয় ও তৃতীয় পদের, বন্ধনীর ভেতরের 


t 
কম্তু এই সমীকরণের ডান দিকের, 
বন্ধনীর ভেতরে যে দা 


অংশ! 
(д таја атал чау এবং চতুর্থ ( বা শেষ ) পদের 
আছে তারা পরস্পর সমান 1 অতএব 
[7,177 = ৪৮৮ ӘХ? ӘХ 
h [ 4f; yl gy д.27. ду" 
25৮ әх? 9১3 
rz. 29 95. | (92) 
£ aviary’ 2৮৮ 


এই সমশকরণগহাল হল, ক্রিস্টোফেলের প্রথম শ্রেণীর প্রতীকের রূপান্তর নিয়ম 
এখানে দেখা যাচ্ছে যে, ডানদিকের ae ña পদটি (শেষ পদ ) না থাকলে এই 
টেঞ্সরের রুপান্তর দনয়মের ЭР 

3 1 সুতরাং, সাধারণত, ক্রিপ্টোফেলের প্রথম শ্রেণীর «та টেন্সরের 
পাংশ নয়। স্থানাঞ্কের রূপান্তর নিঃ 


ŠW (linear transformation wit 
es 
leaa অন্তরকলজগুলি : অথাৎ তি үй кеа প্রথম 


শ্রেণীর প্রভীকগডলি, টেন্সরের SANA মত আচরণ করে ! 


tasta শ্রেণীর 
pik দিয়ে গণ করে k 


এবারে আমরা রূপান্তর নিয়ম jaa 
করব। (9.2 i) সমগকরণকে এর সাপেক্ষে যোগ করলে, 


পাই 
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ше, 


їх© Әх” 
= hlk ০৯৮ дхв ox” Е p 9 Ж. - Su) 
= | [<А, у] ayi ду? 87 1- 2578) 2) 
0x“ ƏxË gx? avl 97% 
= оку 276 ӧл" ду“ 
৪221 ду! Әуі ду? JF prò 
+ gra O Әх? gyl gyk т 
ду'97} д\Ё дхЁ дХ^ 
9৮ Əx әм 
= РА «8. ут Š 3008 
ду? ду? әх? 
৪:০৮ әу! 
патоса әу; 
৫ ду1ду7 axe A Buy 
= gr? дх= 98 ду! 
АСИ ду! 8) әх? 
+ gr? gu, 8827 
পি? 97797, 9৮ 
ү? A 
৮1৮ 
eN <B Гау a aye «8017 дх 
re a 
= [к] 2৮98৪ avi axt ду 
17 әу ду7 əx” © Jyiðyi Әх 
ЖП, প্রমাণিত হল যে 
10] = [ v | ох аха opt Әх? дуб. 9:25) 
এ) 1,৮48 дуї дуї aa! T уду gx? 
т үй 
এই সমীকরণগণল হল, ক্রিস্টোফেলের দ্বিতীয় শ্রেণীর প্রতীকের aç 
নিয়ম ৷ 


শুন্য না হওয়ায়, প্রমাণিত হয় যে, 
কমের মিশ্র টেন্সরের উপাংশ নয়। 


бу 6১৮ 
(9 2 ii) কে afa буа দিয়ে গুণ করে বোগ ঝাঁর তবে আমরা পাই 


ভাবে 
এক্ষেত্রেও (9-2 ii) সমীকরণের ডানদিকের দ্বিতীয় পদাট সাধারণ A 
দ্বিতীয় শ্রেণীর প্রতীকগুলিও কোন তৃতীয়. 


দণ্টোফেলের প্রতীক ও সহচল অন্তরকলন 


r 1 У 2৮ әх? 2 axt 
ПРЕ И PD ay! 
1426 ду? 2. 
эу ау!) ӘХ" 0yË 
x< В 2 х" 
= Tr Lor of ео, 
2 ЕК ) әх“ ৮6 MEE 
1 «8 | д)! 2)? д)'д)7 
ан NES л к 
әу ду? Lij Jr ort «В | av ду? 
এই ধরণের (92 йй) সমীকরণের সাহাযো, ү єтї স্থানাংকগুলির সাপেক্ষে 
X eta marga, দ্বিতীয় বের অন্তরকলজগুল নির্ণয় করা যায়! এট 
সমীকরণের অন:রপে y парата দ্রিতীয় কমের пашан হবে 
авлаа 
ә" h k 
Le { 2) A 2 
মন্তব্য £ (9.1) ও (9.2) ЭЯ কিস্টোফেলের প্রতীকদয়ের সাহায্যে, 
টেন্সর কলনের কয়েকটি সূত্র নির্ণয় করা হল ৷ এখানে মৌলিক белл 
(৪% ইত্যাঁদ ) সাপেক্ষে, ক্রিস্টোফেলের оаза সংজ্ঞাত হয়েছে! দেখান 
যায় যে, ау গলি যদ যেকোন প্রাতদম টেন্সরের উপাংশ হয়, তবে তার 
সাপেক্ষেও, অনুরূপভাবে ক্রিস্টোফেলের গ্রতগকাবলী я йө করা যায় এবং 


এই অন;চ্ছেদের আনুরূপ яшай সে গকের সাহায্য নিণ'র করা যায় । 


k | avi д)? i 
}, ox px 1 (9.2iv) 


ই প্রত 
উদ্দীহরণ : 
দুটি mwa সহচল টেদসরের 


মনেকার Хози ау ও 2) এগুলি, যথাক্রমে 
উপাংশ এদের সাপেক্ষে ক্লিস্টোফেলের faota শ্রেণীর © Л | যথারুমে 


{ k 1 ë fk 1 1 

j Ја 1255 
প্রদত্ত প্রাতসম টেন্সরদ্বয়ের, 

bij ও bij হয়, এদের সাপেক্ষে Y 


т | А ],1 Г |; к^ 


Бэ যাঁদ ЯШ 


তেন্তে ক্রিপ্টোফেলের Sasa শ্রেণীর за 
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চি о 2 беду! | озат. уш 
{9 РАЗА аду! ду} Әх” * дуду) ox 


ч Е 
টার 2 | Әх“ дхВ ayh ॥ 211 
1 ў 5 < а дуі дуу 222%, ' J 0 д. 


প্রথমা থেকে “দ্বিতীয়টি বিয়োগ করে পাই 
Uik) 
k 
(aaa =e 
এই সমীকরণ থেকে সহজেই বোঝা যাচ্ছে যে, 
Реа 
22228. 15 


Е, 
Йй একটি pota কমের মিশ্র টেন্সরের উপাংশ ৷ বেখানে /-গুত্চিল 
ও 1, এরা, সহচল সুচক নিশি করে | 4 


অনুশীলনী 94 
98; дву _ ЕУ 
(2) দেখাও যে 8 সিটির [721] [kl 


k | — Oq 
(2) যাঁদ 807—0 হয়, যখন 15; তবে দেখাও যে | J | 
4, J. প্রত্যেকে ভিন্ন ı 


š T g! 
সমাধানঃ যেহেতু ij হলে gj=0 হর, অতএব ¿j হলে ৪%=0 হয 
মনেকাঁর ij, k এরা ভিন্ন । সুতরাং 


k 
= gh 1] = ghh ; 
{i [|н цш, 
( এখানে д এর সাপেক্ষে যোগ কয়া হচ্ছে না। ) 
h 2; ШЙ дез; 
ч + (29 + ৪288) =0 


€ кү 4৪৪৮-৪৮-01 iH, =k, 


кеі) | 
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3 
(3) Wamaq দেশে বেলন স্থানাঞ্ে, ক্রিস্টোফেলের প্রতীকগুলি {йч কর। 
(4 famis 
দেশে, গোলীয়- Р 
шз য়-হ্থানাত্কে, ক্রিস্টোফেলের প্রতাকগাল 
(5) মনেকরি দ্বিমাত্রিক দেশে (и, У স্থানাঙ্ক 959), 
m 4з%=Б du?+2F dudv+G d| এই দেশে মৌলিক টেন্সরের 
২ ৪, ছক | gy | এবং обода чайн শ্রেণীর প্রতীকগণাল নিণর 
। (এখানে E, F, G গাল u ও v এর অপেক্ষক। ) 
(6) যাঁদ | & | =O হয়, তবে দেখাও যে 
Eaim N +Í | Сарк 11) 


ЖУ дуз 
дхї [й,К\! 
(7) 152) হলে, যাদি gy=0 হয়, তবে দেখাও খে 
(i) J ) =+ log Zii 
(ш) з log ат ij } 
@ y jon a аха দাগ ভি 
t$ 
গয়, এবং isej) 
ax? ду" 4 
(8) X ও সশদ্থানাঙ্ক তথ্যের CFA যাদি 991 д)” ra 777 
দেখাও a? x” 
বৈ. 39282 
aroy T 
অংকেত : (9.21) ও (9. 
(9) বাদ, хі-хі (31, 2, +. 


78381828577 
“р 85880. ‚! 1 =l, 2 


210) ব্যবহার করে সহজেই দেখান যার )। 
879), i=l, О 35714 ; এবং 


m, হয় ; এবং যদি 


k а) হর, তবে দেখাও যে 
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f 8 1 ах“ дх? ax” 


[А1 ১৭ | )) 
Hu J হত [<В] ә авт ORF 


Ehk l 
T লি əx? 
7855 PREH 98% 
9.3 সহচল অন্তরুকলন ( covariant differentiation ) : 
2 4) এর 
আমরা আগে দেখোঁছ যে, কোন স্কেলার অবিচল / (x2 ২2, o А) 


আধাশক অন্তরকলজগুলি (Zz ;i=1l;2,... n | একটি প্রথম ক্লমের সহচর 
=: i (98 _2/ BET 
টেন্সরের উপাংশ ৷ কারণ এগাল সহচল রূপান্তর নিয়মে (2 = I 
e যেখানে, Y-a স্কেলারট 20). yz, ...у4у ) রূপান্তারত হয় ! 
প্কেলার অবিচল / aq Tasa gum অন্তরকলজ নলে আমরা পাই 


নত O QS КО уо 
ду'дуў  Əx“ƏxË ду? ау? 165 8716) 


দর 

এই সমীকরণে, ডানাদকের দ্বিতীয় পদটি সাধারণ ভাবে শুন্য না হওয়ার 1% 
ч -9191 

বোবা যাচ্ছে বে, 57 টি; «идја কোন দ্বিতীয় ক্রমের টেন্সরের রূপা 


4 
নিয়ম মেনে চলে না। অর্থাৎ স্কলার আঁবচল /এর, aga 9199991995 
সাধারণত কোন টেন্সরের উপাংশ নয়। 


ga 
এইভাবে দেখান যায় যে, megia дїй কোন সহচল ভেষ্টরের উ 
হয়, তবে (Y-তন্তে এ ভেইরের অন;সঙ্গী BANTA v; হলে ) 


8 x 
V= Ua эй এবং 
a E давад (Beye sf (9.30) 
PYM OEE avi ду? ы дуї ду? 


gA 
অতএব সহচল ভেষ্টরাটর উপাংগ্ীলর অন্তরকলজগুলি একটি দ্বিতীয় р 
টেন্সরের উপাংশ নয়। giii একটি টেন্সরের উপাংশ কেবল তখনই 


সিনা যু ay әу) ӘЛИ, এরা শুন্য হবে। অথাৎ, যখন দ্থানাং 


аб гаң Желал থক রুপান্তর হবে | দেখান 


এইভাবে ক্রমে আরও 
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w ॥কোন টেগ্সরের উপাংশগীলর অন্তকলজগহলিও সাধারণত কোন бл 
к নয়। তবে এই অন্তরকলজগুলি নিয়ে কতগুলি এমন রাশি গঠন করা 

যারা টেন্সরের রুপান্তর নিয়মে রূপান্তারত হয়। আমরা এবার এই ধরণের 
রাশি গঠন 444 1 


সমা ওপরের (9:3 i) নং সমীকরণের ডানদিকের দ্বিতাঁর পদটিতে যদি (9:2) 
করণ ব্যবহার কার, তাহলে আমরা পাই, 


ах ðu ë p 
ШЗ ax 2 1 ox -Í 4 р 6৯ дх ৪25] 
ду) = 25৪ + Us ( { ij J: кВ] әу? ду! 


ду? 
= ди дх* дл k 9০ < h ax Әх? 
777 +Í; 1 * ду ду 
== ди 0১৮ 9 y } ax" әх? 
Әх? ду 2718 ij A -{ 2 Чу gyi д) 
\ াগের পদে ২ ওর লিরিক) з তি পরতে < বান: 
অতএব — 
ду; А, а ) 18 
ari — 18), -(85-1% us J әу ду 
(9.3 ii) 


a i | i ем একটি 
সুতরাং (5232) 


(9:2 ii) থেকে দেখা যাচ্ছে যে, 
বর аш সহচল টেন্সরের Я; e) faan মেনে А 
এই алаарда থেকে স্পষ্ট প্রতীয়মান হয়। যে 2900 5 -1 |» 
ера একাট দ্বিতীয় মের সহচল টেন্সরের উপাংশ 48 টেন্সরের, Y-তম্মের 


"m e 
М Š> т^ iir vpl каже ЛДЫ" 


riyatives of a 


оү, 
ariant vector) 1 


ЧАЇ, কোন সহচল চভেন্টরের Соро? яй u হয়, তবে এ ভেতরের 


ы i k 
অন্তরকলজের উপাংশগুলি 121 j } up і 
l6 
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এই সহচল অন্তরকলজের উপাংশগুল একটি দ্বিতীয় কলমের সহচল টে? 
উপাংশ এবং এগুলিকে সংক্ষেপে Ui, এইভাবে লেখা ZA I 
যাঁদ কোন ডিও йч উপাংশগ:নল ॥ হয়, তবে ( Ү-®й ёз ЙЛ 


৮ হলে) ৮৭৮ 0 S= এবং এদের অন্তরকলন করে আমরা পাই 


ду 04 дуї дүз 0:07. ду 
+ ш ৪৮5৮৮ дуў 


2 “< এই 
ৃতরাং দেখা যাচ্ছে “с> এগুলি কোন টেন্সরের উপাংশ নয়! 


সমীকরণের ডানাদকের Tasa পদে (9:2 iv) ব্যবহার করে আমরা পাই 
9н „д ду дук 


D 
97 ইল ৪৮ ay + ৮ ৮-(1%] = 
= J 1 
kl h х“ Pr) 


= у д” xP У < дуї Әх? 
SF ө әл T {Г } и gx" ду? 


h ду! 9৬৮ 
зны ki а. = Әл” ду 
১8178 2৪) сж 7 си Әх? 
дь? 8১০ +Í š 7B } и э 9) 
i 
riu М 


২87181৮1501 


Dri (a), (G. 15)e) з a 


অতএব (9.3 iii) সমীকরণগাল থেকে বোঝা যাচ্ছে ca 


তা, 
д^” р yB 
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ania একটি দ্বিতীয় কমের মিশ্র টেদ্সরের উপাংশ ৷ ҮЗ, এই মিশ্র-টেন্সরটির 


উপাংশগুলি হল 9৮ TF (7 } ›Ё | 


এই ধরণের ӯ да 14 [17 } ut এই mtandao, ш! উপাংশ বিশিষ্ট 


একাঁট к а সহচল অন্তরকলজ ( Covariant derivatives of a 
contravariant vector ) বলা হয়| এই সহচল অন্তরকলভগাঁলকে সংক্ষেপে 
ш, এইভাবে লেখা হয়, এবং 4: এগুলি একটি দ্বিতীয় কমের মিশ্রটেন্সরের 


উপাংশ। 


এতক্ষণ আমরা প্রথম ক্রমের টেন্সর উপাংশের (সহচল বা প্রতিল ভেষ্র ) 
অন্তরকলজ্রগুলির সাহায্যে, এমন কতগ্যাল রাশি গঠন করেছি যারা দ্বিতীয় 
কমের টেন্সরের (সহচল টেন্দর বা মিশ্র টেন্সর ) উপাংশ এবং এই রাশিগ্ীলকে 
'সহচল অন্তরকলজ* নামকরণ «0919, (uj বা 8)॥ অনুরূপভাবে একাধিক 
কমাবাশগ্ট কোন টেন্সরের উপাংশের আধাশক অন্তরকলজগণলির সাহায্যে, এমন 
রাশ গঠন করা যায়, যারা কোন টেন্সরের উপাংশ হর এবং যাদেরকে প্রদত্ত 


টেঞ্সরের সহচল অন্তরকলজ বলা হয় 1 যেমন 2— 
মনেকাঁর Ag asi একটি দ্বিতীয় ক্রমের সহচল টেল্সরের উপাংশ! 
(ছুন্তল্রে এই টেন্সরের ©з Їй Bij হলে ) 


0X Әх? 
By = -Aap д avi 


এই язда eres অন্তরকলন করে পাই 


88 _ 2455 дх* Әх? ӘХ, 
aye = Bx? ӘЙ O ду? 


7 
+ А.в (я д)7 aí 8y10yË 


ভানাদকের শেষের দুটি পদে, (9'2 ii) ব্যবহার করে পাই 
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98% 94৪ OX 0:5৪ ox? 


১4০ 


дук Әх” бу. дуў 8)% 
Fs 
8৪ 1 д Әх? 9% 
+A, | (T ) 91 { КИК 7 
а Е AE n ду! 6৮৮12)? d» 


15571278291] 

д ২6101727151 27 22) 

= up Әх“ Әх gx? А ৪৮ Әх? ax 
Әх! ду дуу DTA ya } 5 ayi дУ 


EB gyi 
-{ НАК 258: 
7, 


৪) „дул дув 
i 
кави 
ki PER |ва 
298 а] ইং 
১ > ИБА 7 
ө C lah H= fig h, Pa 
= (Axs М хе әх? 95 
ү T Ta | 08 (ЈА) oy ayi ovi 


хана (а Ја а aaa একটি হণ 


গর 
কমের সহচল ঢেচ্সরের উপাংশ এবং чег বলা হয় A; উপাংশবিশিষ্ট ma 
গমের সহচল টেন্সরাটর সহচল অন্তরকলজ, এবং ANTAS Ару, এইভাবে ৫ 


ҸИ 1 অথাৎ, কোন দ্বিতীয় асаа সহচল сэяси smeni АЎ A 


তার সহচল অন্তরকলজ ১%% এগ্যাল, একটি goli д সহচল 
উপাংশ, যেখানে 


дА; l 
১০ 


| 
Әх Тл Ал {у} М! 


SAAANA দেখান যায় যে, чїй АЎ ла, কোন তীয় ক্রমেরগ্র 


টে্সরের উপাংশ হয়, তবে তার সহচল অন্তরকলজ হল, একটি দ্বিতীয়” Л 
ক্রম ও প্রথম-সহচল ক্রম {аўы একটি তৃতীয় saa মিশ্র-টেন্সর 1 এই 
ола উপাংশগ:লি হল 


Ajj, লু 


(কণ্টোফেলোর প্রতীক < সহভল অন্তরকলন 245 


p xk 
qie АЎ, ॥ এইভাবে লেখা হয়। 


এইভাবে, অন্য যে কোন ক্রমের টেন্সরের সহচল অন্তরকলজের সংজ্ঞা দেওয়া 


i isl 

যায়। যেমন A "ача কোন 14-5 ব্লমের মিশ্র টেসরের উপাংশ হয়, 
Л Ја:-Ј< 

তবে সেই টেন্পরের সহচল অন্তরকলজ হল, 1209581 ক্রম ও এ1-1সহচল ক্রম 


йы. 
বিশিষ্ট একটি ৮4-54-1 ক্ুগের মিশ্র টেন্সর, যার উপাংশগ্াল А. ч 
Ji faces 
যেখানে 

БАЛ, 


№ ја. је» K 


| নি 11, পা i } R 


= б +з 


әх? Таја 20 ©К! А 

°! ç їз 1 71113 i, М7 ০, 
57715 k Jude -Js 
7৯0৮7 MACIA f 7 & A 11, Ку 

ъй | К an 
| La ls + -kja Jiles 


kj 
11781 


1 
аач А 
75 71 ла 


іі 
(সহজে দেখান যায় যে A 21 atla একি 74-541 কমের মর” 


7772 
টেন্সরের উপাংশ ৷ ) 
আমরা জানি যে কোন স্কেলার অবিচল কে বলা 48 একাঁট শুন্য ক্রমের 
of 


টেন্সর এবং /-এর আংশিক অন্তরকলজ 2ш; ania একটি প্রথম রুমের সহচল 


2/ ае বলা হল, ক্কেলারটির সহচল অন্তরকলজ এবং এদের 


টেঞ্সর 1 ax 
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যথারাঁতি / এইভাবে লেখা হয়। অথাৎ, একটি শুন্য ক্রমের সহচল অন্তর" 
#919 ও আধাঁগক অন্তরকলজ ( partial derivatives ) সমান। কিন্তু 4597 
আমরা দেখলাম যে, সাধারণ ভাবে কোন এক বা একাধিক ব্লগের টেন্সরের 
সহচল অন্তরকলজগাল, & টেন্সরের আংশিক অন্তরকলজের সমান নর. qas 


সহচল অন্তরকলজ হল, প্রদত্ত টেণ্সরের আংশিক অন্তরকলঙজগ এবং করিস্টোফেলের 
প্রতীক лд গাঁঠত 


ЇЙ এই ক্রিস্টোফেলের 
УЯ অন্তরকলজ ও আংশিক অন্তরকলজ সমান হবে। এখন কোন তথ্যে যদি 
মৌলক টেন্সরের উপাংশ єр এগণল sue হয়, তাহলে, 89-1, অন:চ্ছেদে 
е কিস্টোফেলের সংজ্ঞা অন্যায়! এই প্রতীকগীলর মান অবশ্যই э, 
Маја, সাধারণ আংশিক অন্তর- 
ЖЕП সমান হবে। অথ, একটি aisi ame сар (nanus দেশটি 
যদি ইউারডায় দেশ হয় তবে ЛӘ দ্থানাশ্ক-তন্র পাওয়া সম্ভব) যে কোন 
А সহচল অন্তরকলজ এবং আংশিক অন্তরকলজ সদাই আঁতন্ন 1 

আমরা জানি, কোনেকার ডেল্টা Š হল, একটি মিশ্রটেম্সর। এখন? 
সহচল অন্তরবলজের সংজ্ঞা অনুযায়ী 


2৮ 


рна 
সুতরাং, ó; এর সহচল অন্তরকলজগুলি শূন্য হবার দরুন, বলা যায় থে, 
সহচল অন্তরকলনের সাপেক্ষে, ক্লোনেকার ডেল্টা, ধ্রুবকের মত ব্যবহার করে! 
আবার 6/ এর মানগ্‌লি যেহেতু ERF (1 অথবা 0) স:তরাং, ক্লোনেকার 
ডেল্টার আংশিক অন্তরকলজগীলও অবশ্যই শূন্য | 
উদাহরণ £ 


প্রমাণ করা যায় যে 


1 > Aš i 
Аб, = —= ð (Vg Ай) E] pi 

ray 8 дхў ШЧ Ж 
এখানে বামপক্ষ = АЙ, ৯8 87 
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= єў 84 š АЙ 8; + {i} Ай Буй 
= ভিড + {и} 8৮৮1৭ J А 
আবার ডানপক্ষ = гм) дй е быр + AN | 
= AE ли 23° VE rap {А 


A lat + Аў (71. 
( © аа аа Ш 


অতএব, বামপক্ষ ও ডানপক্ষ সমান প্রমাণিত হল ! 
94 ঢেন্দরের যোগফল, বিয়োগফল ও গুণফলের সহচল 
্রকলজ ( covariant derivatives of the sum, difference and 
Product of tensors ) : 
মনেকাঁর A; ও Ау । এরা 'দ:টি দ্বিতীয় কমের সহচল лий উপাংশ। 


অতএব, Azt Ау antie, এ একটি দ্বিতীয় ভ্রমের সহচল 0899099 উপাংশ 
“я! ধার Aij + Аў к= Ау 
В К aÁ; гру А 
4. (Ayt Ai, a = АА T i (и и (10 

| | (Ад & As) 


০৪95 Аг) ы? I. | (Ау £ Ан! = 


= АЕА 
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সুতরাং, প্রদত্ত দুটি টেন্সরের যোগফল (বা বিয়োগফল) এর সহচল 
чели তাদের эга পথক সহচল অন্তরকলজের যোগফল (বা বিয়োগফল)। 
এই প্রক্রিয়াকে আরও ব্যপ্ত করে সহজেই দেখান যায়, যে সমজাতায় ও ш” 
G কোন 08 টেন্সরের যোগফল (বা বিয়োগফল )-এর সহচল অন্তরকলঞ 
দর পৃথক সহচল অন্তরকলজের যোগফল ( বা বিয়োগফল ) এর সমান! 


এবার, মনেকার А; 84888 | 


А By Ram = дл, 

е Сара раар 
š 

МЕР (ра 


= 54 Ay + Ay 2A i н Yan Ax 
е; gx” Ан + А; 8২%1 = { к } А, А рс ছি Ain 


n n А; Ар 
C le Аа {M Foi. 


L 249 4 
= Ày pa F ii 145 = е j An ) 


ij År [nls 1918৮ 
+A; (৫ ЖАШ, 14 7 ) 


নি Ан А pe Aj Ак ! 


সন্তরাং দেখা যাচ্ছে যে, WÑ সহচল টেন্সরের উপাংশের গুণফলের т 
সাধারণ 9.0 অপেক্ষকের গুণফলের আংশিক 997, 
কলনের নিয়মের SRAI এই নিয়ম, যেকোন দুটি টেন্সরের গুণফলের 
রিও দেখান যায়। অথ প্রমাণ করা যায় যে দঃটি টেন্সরের যোগফল, 
যোগফল বা গুণফলের সহচল তরকলনের নিয়ম ঠিক সাধারণ ন্তরকলনের 
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যেন 
| д? Tas Iy ОЯ i 
№ Јај jija তাত ЭЕ 
`: US HL ШАКЕ 
Л Ўа---Ј5» А h (ЖЕН 
এবং 
( М bl К.К) 
Ди} К 1..1 tym 
11 ke KF ha Ка 15. 
jija је m A lanla hijes h শি z 


9.5 б উপপাদ্য ( Ricci's Theorem ): 
Zij উপাংশ 'বাশিষ্ট মৌলিক টেন্রটির সহচল অন্তরকলজ নিলে পাই _ 


о. де ; 1,173 
S57 = ax — | 4 ) о { kj | 81 
| fang, 
Әз; 1 115. 
8৫ = 81; l ki } 1 { kj 1% 
` 8৮,» 0 (957) 
TA 29 উপাংশ বিশিষ্ট মৌলিক টেন্সরের, ядра অন্তরকলন করে পাই 
1) 228 „ 1 1311 j 1 gl 
Eik = grk T Гы pesa (4) 
এ 
ই সমীকরণে, (9-1 vi) বাবহার করলে পাই _ 
ij (9:5 ü) 
gi, p = 0 
“মৌলিক 082789499 


অতএব (9-5 i) এবং (9:5 ii) থেকে বলা যা বে, 
একে রিকির উপপাদ্য বলা zA 


সঃ 
চল অন্তরকলজ শূন্য হয় ।” 
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মৌলিক টেন্সরগুলির, সহচল অন্তরকলজগযল শূন্য হওয়ার দরুন মৌলিক 


থা 
ЮНИ ЕДЕ সহচল অন্তরকলনের атор қае বলা єп মনে к 
কার বে, মৌলিক উপাংশডলর সাধারণ আংশিক অন্তকলজগল কিন্তু সাধার 
ভাবে শূন্য নয়। 


Ay গলি যদি, কোন দিতাঁ় মের সহচল টেনস:রর উপাংশ হয় তবে tatas 
উপপাদ্য ব্যবহার করে লেখা যায় যে 


(е А), =gi А, d gi An, r= 00 Aip? 
( 2-0 8йл=0 ) 


/ এর 
Чай, Aj এর সহযোগণ টেন্সরের সহচল অবকলন করলে তা Ай 


হল অস্তরকলজের সহযোগী টেন্সর হয়। এইভাবে দেখান যায়, যেকোন টেষ্সরের 
সহযোগী টে্সরের ( Associated tensor ) সহচল অন্তরকলজ প্রদত্ত টেন্সরের 
সহচল অন্তরকলজের সহযোগণী белд! 
сє 
আবার, আমরা জানি, AG সংকোচন করলে Аб; এইরকম হয়, অ 
Aty 675 = Aini এখন 
টিন, 
A= (Ax; 85), ВА 6+ AL; Bias p= As 
( 81, =0) 


এইভাবে দেখান যায় যে, 
নিলে, তা সহচল অন্তরকল 


উদ্দাহরখ : 


a 
যে কোন টেণ্সরের সংকোচনের পর সহচল - অন্তরকর্ 
@ নিয়ে সংকোচন করার সমান 1 


u এলি যদি কোন প্রতিচল ভেইটরের উপাশ হয়, তবে 
(gij ufui), = 28% міці, , হবে কারণ 
(гу шй), = Bij p Wd ++ гуш, pud 4 gg ub, , 
= gij ui, pui + giui ul, ৮ 
( “- কর উপপাদ্য অনুযায়ী ৪5% _ 


= 2gü 187 (г Zij = 87) 


0) 
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96 сезиш কার্ল ও ডাইভারজে্স («шт “ana divërgence 
of а vector ): 

5 যাঁদ কোন সহচল ভেষ্টরের উপাংশগ্ীল Mi হয়; তবে ij Ui এই 

পাংশ বিশিষ্ট faota әсла সহচল টেন্গরকে "বলা হয়। 299 ভে্টরটির কাল 


( curl of the vector ) 1 
অথাৎ curl u; = usq — Uji! 
| ач [1 | 
যেহেতু, чу -28-1 £ 1 এবং „= i J 


дщ _ AU ps y . (9:61) 
অতএব шың щл = up তত উড টির! 5 ( 


( মরা জানি যে, % যদি একটি স্কেলার হয় SC তার গ্রেডিযে 
£radient ), g; একাটি সহচল ভেক্টর 1 এখন মনে কাঁর %/-%% 
Р ў 96 =0 
ТЕТ 


সাধ, দেখা গেল যে, যাঁদ একটি ভেটর, কোন йй 
( gradient ) হয়, তবে সেই (saa কার্ল" সর্বদাই শূন্য হয়। its 
6 দেখান যায় যে বিপরাঁত 2199108. সত্য ОШ 
কাল" শূন্য হলে, দেখান যাবে যে ভেষ্টরাট একটি গে @ 


কোন প্রতিচল ভেষ্টরের Osea যদি ui হয়। তবে * 


З эйзи ভেই্টরের ভাইভারজেন্স ( divergence of the Pb 
аа ডাইভারঢ сәя হল ui; এর সংকোচন এবং Бе 


їй আঁবচল П 
ди? i uh; 
যেহেতু ॥,j= 2 сл { } 


Е ডাইভারজেন্দ ; =® + {м bp : 
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т ; 91985/4 
কিন্তু আমরা জানি যে ( 9:1 vii সমীকরণ থেকে ) I i }- 2 


. ; š Aui 9105 м 
Ç = ——, ১০০৬৭ 
“. divergence ui DE за 


Qu? id log Vg 
= ЕТ +w Э 
ОА 
Ji t Ve 8১ 
TAN оу 90) (9:6 11) 
Vz Әхі (vg u’) 
কাতি'র sea z বক হবার দরুন 
divergence yi — ui 
genco ui = 2 
I 
মনেকার $ একটি ক্কেলার এবং ৪ ania কোন ভেষ্টরেয় উপাংশ 
অতএব $ ui এগাল একটি প্রতিল ভেষ্টরের উপাংশ হবে 1 এক্ষেত্রে Е, 
divergence (фий) = (g ш), г LUGE фи, (9611 


Ф ient ) 
নি, > এগুলি, % এর গ্রোডয়েন্ট пәйда ( gradie 


71 
উপাংশ, хөл, 2109 ভেষ্টরটিকে u fera, (9:6 73) সম্বপ্ধাট সং 
di @ шай 6. u-+g div u, এইভাবে লেখা айа! 


আমরা জানি gradient 4 এর সহযোগী টেন্সরটি একটি প্রতিচল 0907 
যার бїбїй Ө, ей এই ভেন্টুরের ভাইভারজেন্সকে বলা হয়, Ф | 
ЁТ ( Laplacian ) 1 এই লাপলাসীয়কে ত এইভাবে লেখা হর্ন 
অথাৎ 

Laplacian ф = (Ф, ; 85), i 
বা 1092 


7 


ы 4 9. ১4724 9651 
TE ba (МЕ sit) ; 
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আবার Laplacian ¢ = (89 g) = 8 фу! (faisa উপপাদ্যের 
সাহায্যে ) স্পন্টতঃ কোন স্কেলারের লাপ্সাসিয় একটি স্কেলার 1 
9.7 স্বকীয়-অন্তরকলজ ( Instrinsic derivative ) : 


857 রেখার সমীকরণ xi = xš (t) যেখানে / একটি স্বাধীন চল ! 
и; арја কোন সহচল- (92099 উপাংশ হয়, তবে Up; ч টেন্সরের 


d: 4 
উপাংশ। আবার আমরা জানি যে, 4 бя একটি প্রাতচল ভে্টরের উপাংশ, 
Рт 
যা প্রদত্ত রেখার স্পর্শক ভে্র 1 шу 2 কে বলা হয়, / এর সাপেক্ষে 


u এর স্বকীয়-অন্তরকলজ (intrinsic derivative ) 1 স্পষ্টতই, এই 
স্বকখয়-অন্তরকলজগহাল একাট সহচল СӘЛА উপাংশ ৷ এই স্বকীয়-অন্তরকলজ- 


би; 
"Їйї у” এইভাবে লেখা হয়। অথাৎ 
Su O o dd (ou dx {К ахі 
дї жш = toma dr \ў) 3 т) 


2৮114 ৫ ; 
22117 f di l (9.71) 


কোন প্রতিচল ভে্টরের উপাংশ হয়, তবে t এর সাপেক্ষে 


; দূ: bui ৮ 
uinga স্বকীয়-অন্তরকলজ হল 1৮7 s= এবং একে Е এইভাবে লেখা হয়। এই 


স্বকায়-অন্তরকলজগুল, একটি প্রতিল ভেটরের উপাংশ ! 


যদ ui ania, 


ОК x A A ахі 

£ “лш а 7091 ৪21 (571) 
гейша স্বকীয় অন্তরকলজের গে নিয়ালখিত 398 সত্য £ — 

(1) কোন ভেষ্রের-অন্তরকলতের সহযোগী Седа, প্রদত্ত ভেষ্টরের সহযোগ 


ভেষ্টরের দ্বকীর“অন্তরকলজের সমান। কার 
‚. 6] ; ast যা রি 
80 5 = gI ub h Gt (27 Uj), а = ш, T = 
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Sus টে dxk ахь. 0ш 
এবং gij s = yuh এ = (gij uj), , a 8৮ ваг 
না 
(П) প্রদত্ত কোন ধ্রুবক দৈথেএর ceba তার স্বকণয় আন্তরকলজের 
সর্বদাই লম্ব। কারণ 


wi 
М ui aera ভেষ্টুরের দৈর্ঘ্য uqa. ( = u), অতএব =g uË 


Ш কৈ সহচল অন্তরকলন করে পাই 
200,0 যেহেতু u= BaF! 

বা 222 utu, , =0; বা gij utuj, = 0 

+ а: 

ধা &) uiuj,, — < 


й = 0 iq gj qo 
ভেষ্টরের *ংকায়-অন্তরকলনের ধারণাকে আরও প্রসারিত করে, যেকোন টেন্সরের 
ও স্ৰকায়-অন্তরকলনের ধারণা করা ар যেমন Аў, উপাংশ বিশিষ্ট দি 
টেন্সরটির, 2 এর সাপেক্ষে ҖЕ айалга হল A! ўан ৫ а 
БУ 492 = k + 1৮ } А", Ç 
*4 Ik 145২ {л f } Aim 4 z Mi 
সহজেই দেখান যায় যে 
Жш o এবং ч =0, এবং 
$ যাঁদ কোন (qata হয় তবে 
Š 


а E ĝui 
TER 2 Cyu шу — È S (йш ш) = ову Sut 


উদাহরণ : 

৭ луы 
бА dA L হবে — 
tt — ар МА у 


d: / 


॥ অথাৎ 
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| N 
মনেকার Ү- ыл স্কেলারাট হল Bi অতএব В = 1А, যেখানে 


+ 
= |25 S | আমরা জানি জ্যাকোবিয় 249 5; পদের সহগনেক 1091 


97 ОЮ EE 
ӘЎ 78৮ 8১) রি 


28 _ ШП ә 1202. дА 
EA Gv < Gyo T ax ayh 


িল্তু জানা আছে যে РАИ ], 1 i 
ду7ду* д^^ B< 22 


8B N iY х 9:24 
অতএব CT) Е ik }, + J" оу ду? 
যম AN 


FARR ST 
эн (0) „Ойу (еН 
sij E 1) 286 {ке টি 


সৃতরাং, ৫ H АМ asa, Xom একটি Меин 
2০৮ 


প্রথম ক্রমের সহচল сей Т ‚ дасе বলা হয় А гй সহচল- 
অন্তরকলজ А, =! অতএব Меда আপেক্ষিক দেকলারটটির স্ককায়ন্অন্তরকল 


SA, аі дА 453 E +2 
е ay ar гд а МА у 


ера 


উদাহরণ £ ИШЕ ইউক্লিডায় দেশে, কোন doia ялчы জন্য 
নিউটনের দ্বিতীয় stena бела চিহের সাহায্যে লেখা যায়! Yi 
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মনেকার গতিশীল কণাটির ( Particle) গতিপথ r =r(t) ; যেখানে і 
সময়ে বণাটির অবস্থান ভে্টর CG) | মনেকরি কণাটির উপর প্রত ব 


А а £ 
Помала গতিসতরটি হল E = m Y, aaa V = mo 
বস্তুর ভর MIF ধুবক. ধরা হয়েছে। 


-fai 
কোন Xa eoa аў, V এর emia ৮ чага SNN 
এবং বলের Sonia Fi হয় г 1,2,3), তবে 


এবং গাঁতপথ C + x: = xi (tji 


অতএব গাঁতর সমশকরণ হল এজন о © 
81 У 
Хв a 1 „4% _ ән ахі dvi 
দি কাতিগ্ন-তন্ম হয়, তবে еа 
d? xš 
ат ও 


ЖӨ গাতির সমীকরণ £ Fi же а 


di 
সমীকরণ (A) হল, নিউটনের দ্বিতীয় গতিস:তের টেগ্সর সমণকরণ। 


k 
বলের দরুন, যাঁদ P(r) বন্তুকণাটির সরণ dr হয়, তবে তার "т 
৮8721 ৩:০০ (СР ТӨӨ 
থেকে Р, বিদ্দু আঁব্দ যেতে মোট সাধিত কার্ধয হল 


P, P, ; 

ч 2858 -. с 4 
W= Ei | ০৪925, কারণ ৮ = 2 
t 
P, P, 
বিচ্ভু, gij vi y2 স্কেলার হওয়ার দরুন 
এ (йш ыў) 8 (2. Л дуз. 
ar 1 = 50807 ০৮১17 


dt 
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2 
অতএব, W= m [ - gyvi > 
, > (Е. 87৮৮) а = "вуну | 
1? j P, 
= T (99) Ет (р) 


т 


যেখানে T (P) = № 
(Р) = > 8 w у= % уз = P বিন্দুতে গাঁতশভি। 


wafe 
গান » বন্তুবণাটির গাঁতপথে কোন সরণের জন্য, সাধিত কাৰ্য্য হল বণাটির 
Я পাঁরবর্তনের সমান।.. 
9:8 i Е, 

বলন ও ত্রিমাত্রিক ইউক্লিভীয় দেশে কোন ভেকরের সহচল-অন্তর- 
Чу স্বকীয় অন্তরকলনের ব্যাখ্যা ( Explanation of covariant 
atives and Intrinsic derivatives of а vector in Ез) : 

ন্ধে আমরা খে আলেচন। করেছি, 
са সাপেক্ষে, একটি ভেতর 


д5. 
@ (Е ইত্যাদি ) 
АА седа sg 1 এই অধ্যায়ের 93 ЗАД দেখলাম। বোন ভেষ্টরের সহচল* 

কলজ, একটি দ্বিতীয় কলমের টেন্সর ৷ বর্তমান অন:চ্ছেদে আমরা, এই 


ধার 
ЧЇ সম্বন্ধ আলোচনা করব! 


মনেকাঁর ন্রিমান্রক ইউক্লিডীয় ৫ 


কোন | 
বররোখক তথ্র, যাদের রূপান্তর হল — 
i= 1, 2, 3) এবং মনেকরি 


রি পাঁরচ্ছেদে ভেষ্টরের অন্তরকলজ স্ব 
দেখোঁছ যে, amas ইউারডাঁয় দেশে কোন চ 


বন্দ 
 অপেক্ষক А (5১ хэ, x3) এর আংশিক অন্তরকলজ 


দশে Y-হল 9 কার্তিক ত্র এবং ХАЯ 


xi = xi (99৯০৯), ( 
ds? = g; dxi dxj = 8; dy: dyj l 
মৌলিক ভেষ্টর এবং g, 8, g aT 
জানি যে (৪১ অনুসারে ) 

әг gi _ 081, 


= %, gi =x 5 টা টা 


যাঁদ, সে 
বিপরীত X- go gs gs এগুলি 
মৌলিক соба হয়, তবে আমরা 


Bi p; 
2৮১৯7 
Zip gi g) = gj, 8 8j 
17 
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‚ 28% _ дш 1 
১০2 == ӘхЁ` gj + gi, 98 = 2 
де _ дві ` 
a To i m GE, í 
9877 _ Əg; ОЕР 
дхї T gxi ` Bk +92 571 | 


TONS শেষের [তিনটি সমীকরণের সাহায্যে আমরা পাই - 
дві, 88; 921 
реБ. (57 пога) 


дхі дхћ 
А: дві, Әр; др Әв ) 
Ek (2 + i.) + gj. 3 (2৫ axt 
08, _ Əg; 
ш (8 ভিত 
д8: дв: _ де С 
=з 2, == l 
৪১ ` Ek (কারণ ৪ © 8১, =+ ইত্যাদি) 
অতএব ০1৯ | 
да Р Al га) 
axi & = [ijk] gè, В =[ijk]g = үү; 
ды (98 ii) 
0х7 к ў } w 


Aigi) 
এখন, মনেকার কোন рейд A = А: gi + A2g, 4 Ag (7A 
যেখানে А? গুলি Хера প্রতিচল উপাংশ। xj এর সাপেক্ষে 4 এর 9 
অন্তরকলজ নলে পাই 
৪4 oA ~ дш _ дА? } Ai gi 
әх) 8, Ë: + Aš zi T ৪৯3 ® tis 
; (9:8 ii ব্যবহার করে ) 


= A ; i Ba 1409 
৪৯ 814 { к | А = (085 3 [77 


: 81 
= Aij g ৮ 
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Д дА. 
স:ত্রাং, মৌলক ভেক্টর g; গালর সাপেক্ষে, 8; ভেন্রের উপাংশগঢ়ল 
| হল Ai, у1 অর্থাৎ Aí যাঁদ А ভেষরের প্রতিচল উপাংশ হয়, তবে A$; গাল 
(i= 1, 2,3) হবে 25 ভেইরের প্রাতিল উপ।ংশ ৷ 


এইভাবে А ভেষ্টরের সহচল উপাংশ নিয়ে দেখান যায়, 22 =A;, j gf 
(9'8 iv) 

অর্থাৎ, কোন ভেন্টর А এর আংশিক অন্তরকলজ 2i এমন Сей, যার 
উপাংশগাঁল gi Эй সাপেক্ষে লিখলে Aij হয় এবং & গদালর সাপেক্ষে 
লিখলে Ajj হয় ( í =1, 2,3)! 

মনেকাঁর ত্রিমাত্রিক দেশে х‘ গঢ়লি প্রত্যেকে, একটি.গ্বাধীন চল £এর 
অন্তরকলনযোগ্য অপেক্ষক, অথাৎ x: = 2) (= 1, 2,3)1 কোন 0981 
এ, х, x3) абе { এর সাপেক্ষে অন্তরকলন-ঘোগ্য হয় তবে * = x: (0) 
এই г дей 997 — 


dA aA ах) dx 548 
E агт де нЕ 
অর্থাৎ, / এর স্বকীর়-অন্তরকলজ ( ৮) яф হল, gi গাঁলর ЯП, dr 


2৪১9 dt 


Д dA 
সুতরাং Af এর স্বকায়-অন্তরকলভগর্গল হল г ভেষ্টরের, gi Эй সাপেক্ষে 


উপাংশ। 
99 ত্রিমাত্রিক ইউর্লিভীয় দেশে ভেক্টরের ডাইভারজেন্দ ও কাল” 
curl of а veetor in Ез уч 


( Divergence and 
চিহের মাধ্যমে, কোন ভেষ্টরের ডাইভারজেম্স ও 


9.6 = টেন্সর 
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কার্ল এর সংজ্ঞা দেওয়া হয়েছে। প্রথম পরিচ্ছেদে ভেক্টর কলনেও 


l 
famis দেশে কোন ভে্রের ডাইভারভেন্স ও কাল এর সংজ্ঞা পেয়েছি 
বর্তমান অন;চ্ছেদে আমরা এই সংজ্ঞাগুলর সাদৃশ্য লক্ষ্য করব 1 


মনে কারি Tane ইউক্লিডায় দেশে, Xea কোন taie TA 
তম এবং Y-হল ল্ব-কাঁতি'র. дарорад | মনেকরি কোন Себа ©? 


A= Аїр + А2, + Аз е; = Aig! + А, р? + Аз ৪? 
= ü, & + а, е; + 9з ез 
যেখানে g; গলি এবং gi গুলি *-তন্নে чапец মৌলিক ভেক্টর ও বিপরাঁত 


মৌলিক ভেষ্টর এবং @ = ; ез =j, е = k, এগুলি এন্তদ্রে ] 
দিকে একক седя । 


76 অনুচ্ছেদের সংজ্ঞা অনংযায়ণ, Хәр কোন седа А এর ডাইভার 


জেন্স হল Ai; এই স্কেলারটি। এই সংজ্ঞা অনুযায়ী স্পণ্টতঃ Y-কাৰ্তির 
ত্য ! 


যেখানে, а1, ৫2, оз হল үлүш A toaa প্রাতচল উপাংশ ধারা সহচর 


4 
উপাংশ ৫, а.а, এর সমান। এখন, এই শেষের সমকরণাটি হল ভেট! 
কলনের সংজ্ঞা অনুযায়ী div A | 


AAR বক্ররোথক X-et, div A = Ai, ; যেখানে 


ATA À 
251 ж Аб лке 


9.6 অনচ্ছেদে (9:61) থেকে বলা যায়, nias দেশে কোন ভে 
থেকে, সেই ভেরের কাল Saqta করা যায়, যা একটি faota ক্রমে বিপ্রতিপণ 
н এবং যার মোট স্বাধীন উপাংশের সংখ্যা ТЛ, সতেরাং antt 


ы: কোন ভেষ্টরের কার্ল এর মোট স্বাধীন -উপাংশের সংখ্যা 3 হবে, যাদেরকে 
গর একাঁট серая উপাংশ হিসাবে ভাবা апа অথ, fantas দেশে 
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যেকোন ভেঙ্টরের কাল'কে অপর একটি ভেইরের সাথে যন্ড করা А18 I বিপরীত 
ক্রমে, যেকোন faota ব্রমের বিগ্রাতিসম টেন্সরের তিনটি স্বাধীন উপাংশকে একটি 
сейин উপাংশের সাথে বত করা বায়। এই প্রতিপাদ্টি কেবল famas 
দেশের ক্ষেত্রে সত্য। ‹ 

বিমানক দেশে, মনেকাঁর 

aj = — 1 аа i jk এগাল seqe আছে। অর্থ 


ক্রিম্টোফেলের প্রতাঁক ও সহচল অন্তরকলন 


(1,2,3) (2, 3, 1), (3, 1, 2) এভাবে থাকে ; 


k asta অযঞ্মাবন্যাসে থাকে, aafe, (1, 3, 2), 


£S 1 А 
1 РЎ যখন, ৮), 


(3, 2, 1), (2, 1, 3) এভাবে থাকে i 
K এর যেকোন দুটি সমচক৷ 
৪- | g; |, Zij হল মোট্রিক 00979 7),/- 1,2,3) 


আমরা আগে 8-1 উদাহরণ (b) তে দেখোঁছ যে, eijk ата একটি তৃতীয় 
ান্তর-টেন্সর)। fanfar দেশে A ভেষ্টরের 


= 0 যখন š, J, কের মান সমান ৷ (এখানে 


কমের প্রাতচল টেন্সরের উপাংশ ( এক 
কালনভেউরের সংজ্ঞা হল. 35752174৮41 эё: О? হল একাট 
afa ভেষ্টরের উপাংশ ৷ জব কায Y-তন্রে (৪ 1), А এর কাল এর 
Sonena হল 
а, ° д1 _ ðm даз G3 = да _ дї 

০৪: _ gy ১৬ TATE যা 
এবং деа] (9:61) সংজ্ঞার উপাংশগঢ়লির সমান l 

উদ্দাহরণ ; মনেকাঁর গোলায় স্থানাংক 5 0,90 mem | = g = l 

822 = r? = 11222 gss = г? sin? 0 = 1/8; 

ву = 80 = 0 যখন iibi” 2,3)! 

4 sin? 0. 


хә = 0. = $g =” 
of əf 


যেখানে х1 ="; = 
=н, তবে grad f ভে্রের উপাংশগ্াল Го, 2) 


Г যাঁদ একাঁট স্কেলার 
grad f এর ভৌত উপাংশগঢ়ল হবে _ 
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of Ing of 1 ағ 
ডক дг ° V Bas 20° Е: 2% 
of 1 of af 
অথাৎ, ar’ r 80° ৮ sin 0 дф 


АДЕ уа хі 2 27) (29-6 1909) 
নটি (৮8০2) ঠ (592) 


77378 
‚лг, (8) + ana Zs (৭৮৪8) 
+a теша 8 э! 
কোন তে i ॥ এর জন্য (যেখানে шї еба ( 1—1, 2, 3) গ্রাতিল উপাংশ ) 
div = T 5 (Vg ш) (9:61 থেকে) 
1 


r? sin 0 


4 


ЇЇ 


৪ = 9 (2 sin 0ш?) 
[2 (r° sin ба) + 30 (r a 
টা (ra sin 0) | 
যাঁদ w, ио, u? ЧӨ u এর ভৌত উপাংশ হয়, তবে 
и =u VEn =й, цо = u? VBa = ги, 
u? = ш YBa = rsin бүгү 
৮ 1 
А লন £ (৮৯ sin 0) + Ê (r sin 0 u) 


+ p (rut) ] 
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2 (sin 845 


3 


lada 1 
r ər (ru) + тепа 
1 gu? 


+n 5 
Curl u = G gp, যেখানে Gł = — ek ui, js 
(ш গুল সহচল উপাংশ ) 
1 (& ০8 a 


0718 (s) РЕ 
Б ЕТІ дф 2 Vz дф ər 


vg 
G? জী (& №) I 
Ма 7 29. 
из 
3 


fag u” = ui | gn = th, пе = us | Мз = T 


u? = us | М8 = сү: 
০ 0 2 | 
r sin 0 E 154 ৮ дф 


u’ 
[2-8] 


С? = 
ননদ sin 0 
0৮০৮8 әт _ 1 9-0%)1 

15 sin 0 2Ф 70৫ 
যাঁদ Gv, G°, G এগনল curl u এর ভৌত উপাংগ হয়, তবে 
» о, 0 = "05 6* = 7 sin 0601 সাং 
৪ 
1 20৮7 
атт) Т (sin 0 9) — rsin 0 д? 
1 1 д 
бе = — E (ru?) লি 98 


б = 15) GU 5593 
r sin 0 3$ 7714 
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পর 
210 ত্রিমাত্রিক ইউক্লিভীয় দেশে গাউসের উপপাদ্য ও m 
; উপপাদ্য ( Gaus Theorem and Stokes Theorem in Е: ): 
Тї] 
ত্রিমাত্রিক ইউক্লিডীয় দেশে টেন্সরের সাহায্যে গাউসের ডাইভারজেন্স উপপ 
ও স্টোকসের উপপাদ্য লেখা যায়। ў 


উপর 
মনেকারি fanir দেশে ও Әл দ্বারা আবদ্ধ আয়তন V এবং S у k 
эда 
কোন mge একক ল্ব ভে্র হল ॥। আমরা জানি F ভেষ্টরে А) 
ল্য. E EE এবং div F = Fi; ; (= 1১2 


গাউসের উপপাদ্য হল { div F ৫) = Í Е. n ds. 
v s 


অতএব, টে“সরের সাহায্যে লিখলে গাই 10 
- fJ Fr; ду = Í Fin; ds 9 
y s 


মানিক দেশে স্টোকসের উপপাদ্য 59 — 
{ curl Pen dsi Ef F. t ds. 
s 


Р. 
যেখানে ও чаваб, s বদ্ধরেখা দ্বারা আবদ্ধ; t হল з এর উপর রা 
ভেষ্টর এবং n হল ও এর একক Әка ভেষ্টর। অতএব এর প্রাতচল 

ахі Е এর 
গ্যল — a Їз যেখানে 5 এর উপর কোন বিদ্দু (xi); এবং curl 
№ উপাংশগ্যল бё = _ ек Е; | 


бсш F = n, GÈ = _ eijk Р, j ny 


ахі 
F. t= p; Xt 
এবং t = F; ZE l 


AR স্টোকসের উপপাদ্যটি টেন্সরের সাহায্যে লিখলে পাই 


-10 ii) 
Та 1১10 ds = | Fi dxi ` (gO i 


eijk হল একান্তর-টেন্সর ( Alternating tensor )1 
উদাহরণ £ মনেকাঁর fanis দেশে, একটি দু ধব-ভেউরের উপাংশ 
সহচল অন্তরকলজ শুন্য (5৮80), এবং rij এগুলি একটি 
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কমের প্রাতচল টেন্সরের উপাংশ ৷ সুতরাং গাউন ডাইভারজেন্স উপপাদ্য 


অনুযায়ী আমরা পাই, 
sJ ri inj ds = | | S (z M); @ = [11 тў, j À dv. 
x 


বা ৯1 rij nj ds — [ V| rb; а) =0! 


এই সমীকরণাঁটি, যেহেতু যেকোন ইচ্ছাধীন А এর জন্য সত্য, অতএব, 


У) тў nj dS = [1521 


on ত্রিমাত্রিক দেশে বক্ররেখার সেরেট ফ্রেনেট йй (Serret- 
curve in Ез) £ 
কটি বরুরেখা CA সমীকরণ xi=xš (t) t 


জন্য ৫9০ = ৪% নিন 


Frenet formulas of а 


মনেকাঁর ত্রিমা্রক 201791 দেশে এ 
এই রেখার উপর ক্ষুদ্র দৈর্ঘ্য ds এর 


; еі 5 
2, 3)। যাঁদ কোন ভেষ্টর № এর гөй * = а হয়, তবে ПА! 
। আবার কাত ত্র এই ভেষ্টরের 


হবে, অর্থাত А একক ভেষ্টর হবে 
о সুতরাং যে কোন 


উপাংশ га аба; С বরুরেখার গগর্ণক ভেষরের উপা 


X-a А? = ёе হল, С বরুরেখার একক-্পর্ণক ভেউরের উপাংশ ৷ 
S 
গাই 2879 ôi o I 
এখন, g; 8৫9 = 144 স্ববীনঅন্তরকলন করে ЎА 8৪ 
+ 5A 1 
অতএব èn дїй sa না হয়, তবে 5 উপাংশ বিশিষ্ট эйи, А উপাংশ 
5 উপাংশ fiè ভেইরাটর 


বাশষ্ট эрү ভেইরের সাথে 9 হবে! এই sç 
দিকে একক ভেষ্টরের উপাংখগলিকে pi লিখলে, আমরা লিখতে পারি 
м 2 j EY (> 0) হল একাট 
k Šs ° যেখানে Ё 29 $$ д5 স্কেলার। 
(9117) 
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কে 
Wi উপাংশ বিশিষ্ট ভে্রকে বলা হয়, С বরের প্রধান аға ভে্টর এবং Ё 
বলা হয় C বকের বক্ততা (Curvature) | কোন বিন্দুতে, গগ্র্শকিভেষটর 


প্রধান লদ্ব седа দিয়ে যে তল হয়, তাকে সেই বিন্দুতে С বরুরেখার WAIT 
সমতল (Osculating plane) বলা হয়। 


যেহেতু g; piri = 1, সুতরাং, ও এর সাপেক্ষে স্বকীয়-আন্তরকলন করে 
পাই, ум বু = 0, অতএব, Š"! উপাংশ বিশিষ্ঠ ভেরি প্রধান লব 
ভেষ্টরের সাথে ава হবে 1 আবার যেহেভু gs; pj = 0 
ASTR, ৪8 f pd + gy A Е = 0 
বা вуд g C = Pe 2 № = — k (gij pi P) 
= — k = — k (gy АА) 


১0 Sa 
বা Ey Ni St кему) 0 
বা аул (RI к) =0! 
দি = 


j এই 
afs, KA 4. উপাংশ বিশিষ্ট ভেউরটি, সপর্ণকের সাথে ТА! 


ভে্টরের দিকে একক ভেষ্টরকে >; বললে, লেখা বায় 


Д ১110) 
„= {+ ku) বা 8 КА: (91 
т S 


ón: | Sms i) 
যেখানে 72 = gij (z ih kx) (E „КА 


_ [87 : . mÍ ১78 
এখন, gy mi (R +a) EASY 4৮ + gij РА) = 0, 


অতএব, ү EEA উপাংশ বিশিষ্ট ভেষ্টরাট mi উপাংশ bae ভেওঁরের 


সাধে атау অথাৎ, 2: উপাংশ Rò rosal 2: উপাংশ বিশিষ্ট গ্পর্শক 
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ভেক্টর এবং pi উপাংশ বিশিষ্ট প্রধান লম্ব ভেক্টর উভয়ের সাথে ака 1 এই x: 


উপাংশ বিশিষ্ট ভেষ্টরকে দ্বিলদ্ব ভেক্টর (binormal) বলা হয় 1 йет ভেষ্টরের 
সংজ্ঞায় আমরা т চ্কেলারকে এমনভাবে ধনাত্মক অথবা ঝণাত্মক ধরব যাতে 


57% ARIF = 1 হয়। যেখানে “HA হল সহচল একান্তর-টেসরের উপাংশ 


i, j, k зея বিন্যাসে ; 


(অথাৎ ejja = VE Cija 3 যেখানে eije = ! ЧЧ 
% = 0 যখন যে কোন 


eip = —1, যখন bj k gapi বিন্যাসে, এবং ৫% 
দুটি хе i j, k সমান৷ ) 


যেহেতু gij pivi = ০, КК স্বকীয়-অন্তরকলজ নিয়ে পাই 


রি | 
гу аі үз ы =O аи (911 ii) বাঁসয়ে পাই 


25 t š: তি 
g; s рі + у?! (rvi — kà’) = Zij 5 7270, - 


কারণ giy vivi =l, 80 ›їМ = 01 


‚ (8৮ ; 
আবার যেহেতু т = * By PiP, KAR gij PI гм) = 


অতএব, = т рї উপাংশ {аў ভেইরাট প্রধান 91:99 সাথে লদ্ব হবে l 
।সহজেই দেখান যায় এই гай, 2: উপাংশ বিশিষ্ট স্পর্শক ভেক্টর এবং 
»'-উপাংশ বিশিপ্ট দ্বিলদ্ব ভেউর এদের সাথেও ета! কিন্তু ্পর্শক ভে (M) 
প্রধান লদ্ব ভেক্টর А) ও দ্বিলদ্ব ভেক্টর (৮2 এরা পরস্পর লক্ব। ত্রিমাত্রিক 


দেশে এটা তখনই একমান সম্ভব হবেঃ যদি 

i К ёрі _ ; ү 
> +7 =0 হয়! অথত্, sç РУ (91111) 
সুতরাং (94119, (11 ii), (9:11 iii) থেকে, Ai, nó, yi এদের স্বকীয় 
অন্তরকলজের তিনটি সুত্র পেলাম, 7 


ài . Opi д брі 
т А F TTM 
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এই সূ্রগুলিকে সেরেট-ফ্রেনেট সুর বলে ( Seret-Frenet formula )। স্বকীয়" 


অগ্তরকলজগীলিকে katas লিখলে, আমরা жуй নিয়ীলাখিত ভাবে লিখতে 
পার-- 


ам i ‚ dx у 
а {к }%® = ku, 


dvi i ‚ dx? Р 
Tl) е 
dai i „ах? Е i 
as + E ы ы, ыз м, 


যাঁদ k এবং > арта জানা থাকে তবে এই সমগকরণগ্ীলকে সমাধান 
করে, Сааб অনোনাভাবে নিণণ্র করা যায়। 


5 = @, 
উদাহরণ £ মনেকার বেলন গ্থানাঙ্কে একটি বকুরেখা C: x 


2 
28৯, =k আমরা জানি বেলন-স্থানাণ্কে ds? = (ах)? + (z) 
(dx?)? + (дх)% অথ, gx = Za = 1, ga = (х) = а, 


` @j= 0 যখন iZ jl 


সহজেই দেখান যায় [ s } =-—-x=-a, 


রাত г i }=0' 
а) (а н { 
а6 db 
7 স্পর্ণক ভেষ্টরের Sonea, A = 0,22 40 м = k 
Ë: ds 


4 ab 1 
যে j AA = | ০5২ 
ЖУ ৪9; ? MT, Сур এবং 


1 k 
A ODE te 8 С АЗЕ Stohr td 
Ма A = Уа ! 
সেরেটফ্লেনেটের সুত্র থেকে পাই 
ам টে 
Ерл A 1 „ах 1 
Р: кү г [L] a0 
== — = 4 dà 
কা 1672... 
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নর dxh 
নি, = +Í A ра [ডিন 


. 11. == =, 
рата" E S naa 
যেহেতু Lij А? pj = 1, সুতরাং (А 05 =), বা д = l, k = app! 
আবার সেরেট-ফ্লেনেট AA থেকে পাই 
арі 1 ‚ dxk 
৮৯ 27252 — = 
ЕА {а 0, 


রানা 


LENE ш [90 2 =o 
ও ak ak 
বা т23 = КА = ЕА а герт! 


ЗЕ ааа 
-fi 12 ) T усал Уе, 


বা, Tv? ল КА — না 


Le 
এখন, যেহেতু gij vi 27 = 1 সতেরো ০৮ 
(a ৯ 
আবার, ৪, Ai р/у = 1, বা aQ 


1 2? = 


оер)" 


k k рі = 0) 
(নহ + চত = L= ше | 
>° SK =, J АЙ F E 
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অন্গুশীলনী 9 (В) 
1. প্রমাণ কর ঃ 
3 A} i 1 ; 
9А? хы. ip 5 
(a) Ai, =Š SFL} A 1 k 
jh Bint 
(b) Аў m ২2 DX 1৮] Абы — { টা е 
i n A, n н" 
ҮА Амы Í লা] 
(с) 22 (gij uivi) = и, p vi + uiv Ка 


2. АЎ ania যাঁদ, একটি বিপ্রাতসম টেন্সরের উপাংশ হর” 
দেখাও যে 


3, দেখাও, Аў: = 7 ; A: еи 
৪7 as (VE AY) ij 
4. প্রমাণকর — 8 рео 
© 2 (788) kj 


5. Aj ania যাঁদ কোন সহচল ভেষ্টরের aaa উপাংশ হয়। 
দেখাও যে 


сэ ула үче, 


А ৮ + Ajip i + Arij = эхі дх7 


б. প্রমাণ করযে в,;=0| 
Lafe: যেহেতু ৪ হল, Masia ভরের আগোক্ষিক দ্কেলার, অতএব 


8; = 872 {/ }= суан z {4} 


ӨМ = g ছকে у এর সহগুণক ৷ ] 
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এখানে GË = ৪৪% বাঁসিয়ে এবং { ў } এর সংজ্ঞা ব্যবহার করে আমরা 


Таса ফলটি দেখাতে পারি। ] ' 
7. иі উপাংশ বিশিষ্ট একটি প্রাতিল ভে্টরের দৈর্ঘ্য যদ и হয়, তবে 


দেখাও যে, Ush = ир иі [и 


8. প্রমাণ কর £ 
f уф dV = ф,{п#а$\ 
у 5 


( ইঙ্গিত £ ডাইভারজেগ্স উপপাদ্যে Е = grad % ай) 
9. (r, 0, এ) «јә যদি বেলন 919199 হয় তবে দেখাও বে ঃ 


(а) grad / এর ভৌত উপাংগগ্ুলি Z, F г, Li š 


12872159872 
(b) Оо তর 
19 1 ди? ди? 
[9৮874785777 
(d) curlu এর ভৌত উপাংশগদাল 
1 Bus дие) дш. ouw Әу г о 
le — 8585৮81৮178 
[ (с) এবং (৫]তে и", ॥9, uz aska u ভেঙ্ীরের ভৌত উপাংশ। ] 


10. মাৰক দেশে কোন লম্য বক্ররৈথিক Xaa so gn = h’, 
£229 = ha’, gs = h, এবং Zij = 0 дач 057 হয়, তবে দেখাও যে, 


টানি ела 
. (a) Brad = moe h әх? L, + 28৮৪ із! 


х 1 Га (hh, 3f 8 (hih ó f 
OVE E hhaha [25 | 2] 12 648 l: 24) 


ə [hh ðf 
Fax ү 95 |] 


[2 Седа কলনাবদ্যা ও টেন্সর 


. 1 га К 
hh hy ul) — (h hy u 
(c) буп БЕЙ, [2 (hs h, иб) + sa (hs hy 


+ 2, (iha u) | 


т д 
(d) curl u = = = (8:40) -2 ТЯ 9 ] 


һәй» 


1, 0 w ৪ ө] 
+ 1511 А (А, и) дн (hs u 


1, 


y hh, 3 ayi (ha ul) — 2 Us ud) |! 


Ф 
যেখানে, D. Tas T, এগুলি যথাক্রমে ха, 22, x3 ্থানাঞ্ক খালুর দি 
একক স্পর্শক ভেষ্টর এবং u = 1, u() + ша ш), 


20, 
- ün দেশে বেলন স্থানাণ্কে একটি বৃত্তের সমীকরণ e x' 
х? Е * = 01 দেখাও যে Е = 1а, т =01 


9, 
рі, vi ч যাঁদ Tamias দেশে, কোন বরুরেখার дей 


একক প্রধান дка এবং একক Tasa হয়, তবে প্রমাণ কর : 
69৫ 


1), 
একক স্পর্শ, 


г > ` Š 

© ae а M +k taiea) 
6227 

(b) Sos - т (K X: — P _ dr ; 
é TTEN ৮52) ы, 

(0) Sri _ dr 


Е: i Tavia 
òst. Tuys 2 — (К + z2) м – Фй 


দশম অধ্যায় 
রিমান-প্রতীকাবলী 


এই অধ্যায়ে আমরা কয়েকাঁট বিশেষ ধরণের টেন্সর ও সেই সংক্রান্ত কয়েকাঁট 
সূত্র আলোচনা করব। গাঁণতের বিভন্ন শাখায় টেন্সর-কলন পদ্ধতির প্রয়োগে 
এই ярко বিশেষভাবে প্রয়োজনীয়! 


10°1, রিমান-ক্রিন্টোফেল টেন্সর Riemann-Christoffel tensor) : 
কলন-বিদ্যা থেকে আমরা জানি যে, ú (১ х) এই дее 
অপেক্ষকটির ক্ষেত্রে 28৮ ও ৪৫ 
শর্ত হল, и এর দ্বিতীয় ক্রমের আধাশক অন্তরকলজ গুলি яа кӨп! এখন, 
মনেকার টেম্সর-উপাংশগ:লির দ্বিতীয় ক্রমের আধাশক অন্তরকলজগঢ়ল ATS | 
সৃতরাং, কোন টেন্সরের যে কোন উপাংশের ক্ষেত্রে দ্বিতীয় ক্রমের আধাঁশক 
অন্তরকলজগনুল অবশ্যই ক্রম নিরপেক্ষ হবে । যেমন ш যাঁদ কোন সহচল 


ЕЕ бош ou: 
ভেষ্টরের উপাংশ হর তবে 998১৮ 9১৮9৪ হবে। ইউক্লিডীয় দেশে 


miegama সাপেক্ষে যেহেতু আংশিক অন্তরকলজ ও সহচল-আন্তরকলজ সমান, 
সেহেতু «ће 9-90, u এর দ্বিতীয় ব্লমের আংশক-অন্তরকলজগাঁল 799 হলে 


8১7 = шо ы হবে | আমরা এবার লক্ষ্য করব, যে কোন "মাদক রিমানীয় 
দেশের ক্ষেত্র, উল্লিখিত soi 1999 faea ক্রমের সহচল অন্তরকলজের FA- 
দ্বিতীয় ася ЭПК অন্তরকলজ 


নিরপেক্ষ হওয়ার জনা যথেগ্ট নয়। অর্থ 
Їй সন্তত হলেও, up jh ও tp ki সমান না হতে পারে! আমরা দেখাব যে, 


সহচল-অন্তরকলজ ক্রম-ীনরপেক্গ হতে গেলে, রিমানগয় দেশাট এমন হতে হবে যাতে 
সেই দেশে একটি বিশেষ ধরণের тела শুন্য হয়। এই টেন্সরকে বিমান" 


ক্রিস্টোফেল фы নামে আভাহত করা হয় ! 
18 


সমান হওয়ার প্রয়োজনপয় ও যথেষ্ট 
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l 
মনেকার u; এগাল, aq amas (arbitrary) সহচল пй ти 
আমরা জান, এই ভেষ্টরের সহচল-অন্তরকলন করে একি দ্বিতীয় ক্রমের 0 
পাওয়া যায়, যার উপাংশগাল ॥;, j যেখানে 


À ди; тр 
аг (= A;; ধার ) 


এখন, ॥;, 7 উপাংবাশত্ট 
একটি তৃতীয় ক্রমের সহচল 
Uis jn লাখ, তবে 


এব রা 
টেন্সরাটকে আবার সহচল-অন্তরকলন করলে, Ы. 
টেন্সর পাব এবং যাঁদ এই টেন্সরের CN 


ik 1829 
| 
08118) [р әш о (2 }ҹ 
күнтү axe Fk 117 
(194 1) 
অনুরূপভাবে 
২117) ди, PN ди 
ш, ы эбен. সে р $ 0 К £ = 
OM T aspa sÍ 2 52 -y 2 :- (218 
г р 9 — Í p \дщ р 9 ш 
б { fj 15 þa | Әх? iz ЕЕ ) 


মান প্রতকাবল? 275 
(911) থেকে (10-1 ii) বিয়োগ করে পাই 


alk] salt) 


+(2)0181দ-11118)% 
ofá} als) 


NL LE И Аан) É. 


{aHa (Hah 


(19-1 ii) 


Uis ik — Ui pj = up 


(10:11) নং সমপকরণে, বাঁদিকের রাশাট miè তৃতীয় ব্রমেয় সহচল টেঞ্সরের 
বয়োগফল, সুতরাং বাঁদিকের রাশিটি একটি তৃতীয় ক্লমের সহচল 
টেন্সরের উপাংশ। (10% iii) এ, ডানাদকে ир হল একটি MARDE 
| অতএব, ভাগফল faamaaa, (10:15) এ, ডানদিকে 


toaa উপাং 
প্রথম বঞ্ধনীর ভেতরের রাঁশাট প্রথম-গ্রাতিচল-্রম ও তৃতীয়-সহচল-রুম fafiè, 
k, p = 1,2,... t 


একটি চতুর্থ аяа মিশ্র-টেন্সরের উপাংশ হবে, এবং i, J, 
ইত্যাদির জন্য এই রকম nt সংখ্যক উপাংশ গাওয়া যাবে 1 / এই উগাংশগঃীলিকে 


উপাংশের f 


b 
К এইভাবে লেখা হর ! অর্থাৎ, 


ijk 
p [01 
ПАС 510) 
ЫД “i Әх) ax“ 
71! = p 10:11 
+ {44 {Hal (10:1 iv) 


এখানে R ania, প্রথম প্রাতিলক্রম Š তৃতীয় azaga fiè একাট 
ilk 
এ-টেন্দারের উপাংশ | এই টেন্সরকে tol শ্রেণীর 'রিমান- 


চতুর্থ ক্রমের মি 
Christoffel tensor of second kind) 


ব্িস্টোফেল ей (Riemann- 
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ae 01 iv) 
অথবা FFIT- (Curvature-tensor) বলা হয়। (10-1 iii) ও (1 
কে সমন্বয় করে লেখা ধার যে 
> (1919 
Hb jp — Шр pj = ир R РА ! 
Haa 
(10:1 iv), (10-1 у) লক্ষ্য করলে দেখা যায় যে, R ‚ ир এর উপর 


£ 20 
করেনা এবং যেহেতু u, এরা বদ, সুতরাং Uis ja = up pj হলে, Ry 


অথ, 
হবে এবং িপরীতভাবে к? = 0 হলে ш, р = ш, 7) হবে। 
1. 


একাট সহচল ভেষ্টরের উপাংশগু 
নিয়ম (commutative law) 
রিমান-কিস্টোফেলে টেন্সর শূন্য 


নিয় 
লি, faota saa সহচল অন্তরকলজ বি 


শ্রেণীর 
মেনে চলে, কেবল মান্র дї দ্বিতীয় 
হয়। 


(1071 іу) এ, jek কৈ Баар পরস্পর দ্থানান্তারত করলে গাই 


муай) alk} 


"М-р" 


(1071 iv) ও (10.1 Vi) যোগ করে পাই 
1 vi) 
RÊ + RÊ = 0; Gin RE ক пой 
Yh iky ijk itj 
71) 
2, 
সরা, দ্বিতীয় শ্রেণীর রিমান-কিপ্টোফেল টেন্সরাঁট শেখ দুই সূচকের | 
সাপেক্ষে বিপ্লাতসম | অতএব 
টুর goa vi”) 
ЕЛ 
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এইভাবে বক্তা টেম্সরের সংজ্ঞা ব্যবহার করে আরও দেখান যায় যে 


RET RAR 0 (10৭ ix) 
ijk jhi hij 
দ্বিতীয় শ্রেণীর িমান-ক্রিপ্টাফেল টে 
প্রথম শ্রেণীর 'িমানশর্িস্টোফেল টেন্সর (Riemann- 
first kind) এবং asa Кыўк এইভাবে লেখা হয়! 
q 
RETN 
pijk T: “y ijk 

зәрб, Ria এগাল, একটি চতুর্থ কমের সহচল টেদ্সরের উপাংশ ৷ - 

(10-1 х) এ (10:19) বাঁসয়ে এবং সরল করে পাই 


নর Тр 771 
Крл = 2 9 


+ tenir bn 


(10:1 x) থেকে সহজে দেখা যার যে 


নসরের সহযোগী টেঞ্সরকে বলা হয় 
Christoffel tensor of 


gels, 


(10-1 x) 


(101 xii) 


{гв [A] ua 


অতএব m. Ар 
ә ([ik, p] + [р i)) _ ð (lij, pl + [pj, iM) 
Rijn + Ripih = ах ox} 


mE реа - (4 а 


ЕТ } rik, al = { 1} Гр}, a] 
= 0 
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A = — Ripr ৮৮ 


1 1 4. 
Кый пг Rpjzi БЕ Колу = Ep [Ҝур + Rjzi + кыл т 
.1 xiv 

O (010-1 їху ব্যবহার করে ) (101 মা 


I 


আরও দেখান যায় যে 
; ১] ху) 
Кый = Вур, (10 , 
এবং Rp = ср, (1071 xv 
সৃতরাং, 


Raiz h = 0, К» = 0 


5 


Коль = В = 1২//7% = Rize = 0 


apg G% 
আমরা জানি যে, ॥-মাত্রিক ইউরিভীয় দেশে একটি কা্তি'র-স্থানাৎক ত z 
X পাওয়া ез, যার সাপেক্ষে মৌলিক টেন্সরের উপাংখগুলি প্রবেক к 

1%) এ 
দল эрир সুতরাং (10-1 iv) 


(1071 x) থেকে বলা যায় যে, এই ате স-তরে 


Ri, = 0 এবং Ris = 0| 

এখন, যেহেতু А, (বা Ras) এগুলি (бюд উপাংশ, অতএব, Š 
| | Їй টেঞ্সরের 

ইউক্লিডীয় দেশে ধতোক স্থানাঙ্ক তগ্বেই রিমান কিস্টোফেল টেন্সরের 

উগাংশগুলি শুন্য হবে। অর্থাৎ, কোন n Їй দেশ যদি ইউারিডাঁয় দেশ রা 

তবে সেই দেশে {апы ভিস্টোফেল টেন্সর শুন্য। বিপরীত ক্রমে প্রমাণ বর 

ЧЕ ( এখানে প্রমাণ দেওয়া হল না ) যে, কোন দেশের যে কোন একটি ছানা 


А м 
aa যাঁদ রিমান-কিপ্টোফেল-টেম্সরের উপাংশগুলি শুন্য হয়, তবে সেই দে 
অবশাই ইউারিভ+য় হয়। 


কতা 
গণিতের বাভিন্ন শাখায়, যেমন, জামিতি, 'স্থিতিন্থাপকতাতত্তৰ, ШЫ 27 
Чез প্রভীততে টেন্সর কলনবিদ্যার প্রয়োগ কালে, রিমান- ক্রিস্টোফেল টেন্দ 
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উল্লেখযোগ্য ভূমিকা দেখা যায় । ( RAE এই ধরণের কিছু প্রয়োগ পরে 
পরে দেখান হবে ) ৷ এই অনঃচ্ছেদে ধ্রমান-ক্রিপ্টোফেল 06974 ও তাদের 
উপাংশগহীলির বিশ ধর্গাবলী আলোচিত হল ৷ 


10:2. fafs টেন্সর (Ricci tensor) : 
টেন্সর কলনে রিমান-ক্রিস্টোফেল [эла সাহায্যে প্রাপ্ত আরেকাট টেন্সর 
বিশেষভাবে ব্যবহৃত হয়, তাকে 'রাক টেগ্ণর (Ricci tensor) বলে | faota- 


শ্রেণীর রিমান ক্রিস্টেফেল (990084 উপাংশগ:লিতে, সংকোচনের ফলে fafa টেন্সর 
উপাংশ পাওয়া যায়। এই রিকি টেঞ্সরকে Ri এইভাবে লেখা হয়। Куй 
সংজ্ঞা হল 


Rij = Rip (10:27) 


(10° 1) {айд টেগ্সরের সংজ্ঞায়, (10-1 ` ব্যবহার করলে পাইন 


201-2 1 


? 


иг GHI о оа) 


ай, তে, í সূচকের ЖОГ সংকোচন করলে кр =0 হয় এবং J সংচকের 


= Ryp হয়। (102 ii) থেকে 


Rij = 


সাপেক্ষে সংকোচন করলে Rijn = == к = 


সহজেই দেখা যায় থে & 
Ri = Ri (102 iii) 
У 
অর্থাৎ, Tata টেন্সর একাটি প্রাতসম টেন্সর ! 


10:8. баі অভেদাবলী (Biancki Jdentities) : 


আমরা জানি মে_ 


se TER 
ТЕҢ (2019) 


Rb;;, = = 
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b q Ж 
5 АЁ, = 28171 E } Ай — { il aih 


т A | к, — 1101 Rj 


p 
0700515121৭ 


X l й кеу, т (7) 77 


শুনা? 
“RGS কিস্টোফেলের = 11 
T (এই প্রাতপাদ্যাট 
সুতরাং, যাঁদ মনেকার যে, আমাদের я? 
সেই বিন্দুর দ্র সামীপাতে সেই বিশেষ ধরণের пе: ea ( যার т 
{ РА ) ইত্যাদি শূন্য কিন্ত > { 7 ] ইত্যাদি শুনা নয়) 


উপধ়ের সমীকরণাঁটকে এইভাবে লেখা যায় - 


р р 
е) { k] 0° | 2 } 
Кёдь, = 31008 EAL ! 
এই স্থানাঙ্ক-তল্দের সাপেক্ষে, অনুরূপভাবে আমরা পাই - 


9° й } 9 { k 
Я ২০৪১1 £ PaA i 
Rp; = 9988 256৫.» এবং 
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чи, 


Rah = Əxhəxl TON 


অতএব 
যা (10:3 i) 


(1037) নং সমীকরণের বাঁদিকের প্রতিটি পদ, এ বিশেষ ধরনের *-তন্রে এক 


একটি әнд ক্রমের টেন্সরের উপাংশ এবং তাই (103 i) হল, 4919 টেচ্সর 
সমীকরণ | কিন্তু আমরা জানি যে একাটি টেদ্সর সমীকরণ যাঁদ কোন একাঁট 
чш সত্য হয়, তবে তা সমন্ত তন্মেও সত্য হবে (57) 1 яке (1031) 
সবসময়ই সত্য ॥ (10:38) এর অভেদগুলিকে (D, bP k, 1 = 1,2, n) 
বলা হয়, বিয়া্কি অভেদাবল’ (Bianchi identities) t 


(10:31) কে ৪৮9 দিয়ে গুণ করে ও যোগ করে পাই 
pa Ё®у»1 + py Кў + Epa R; n = 0 


R), 1 + (81 Rin): j + (41 Ка) в = 0, 


বা, (Ep 
(т iph = 0) 
বা, Rgp + Rgb + Rgn = 9 (1031) 
এইভাবে বিয়াঙ্ক অভেদাবলাকে (1031) আকারে লেখা যায়। (103 ii) 


gi দিয়ে গুণ করে ও যোগ করলে আমরা পাই 


কে ৪9 
gü gak Rain's + ৪৮ ET Койу, 7 


29 gW Raja t 


= 0 


_ 21% gü Киз „= 0 


бау gë Rims + #9 84741 
=0 


еў Rit 80 Rip; — gI 1২17 h 

| বা, EIRP ৪% Rip 
বা, (৪% Ri) 280 Rip; = 0 

— R এবং 8% Ry = ЁЛ বসিয়ে গাই 


— g Ri k = 0 


এই яуа 8% R; 
Rp 2 Rp; = 0, 
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Т ERY /9,)-0 | (ç Кд; = R,,) 
q Сло Ç 
x == 
HE S R рва এবং R একাঁট স্কেলার। 


ы š а I 
9% এগুলিকে বলা sa, আইনস্টাইন টেন্সরের (Einstein tensor) উপাংণ 
উদ্দাহরগ : 


দেখান যায় যে Risp = 0 


সমাধান š 
i i 3 
4 Г 
2, 2781) ই ইউ 
к» 7 ৪%% ч ?/-1. flav) 
i i 
1751 д У | 
9১7 8৮৮ 
= 2 9108 yg ô əl ; 
ЭР 58280 প্রমাণিত । 


10-4, গাউসীয় 1991 (Gausslan С 


একটি falas ইউরিডাঁ় দেশে, 
সমাঁকরণ 7 (ул, уа 


urvature) : 


n 5 এর 
মনেকি একটি বরুতল (Surface) রি 
0, যেখানে yi গল কাতর স্থানাৎক। s 
її দেশ গঠন করে, যার fenia (%, 


ভাবে, 
ধামে প্রকাশ করা যাবে। অথাৎ, সাধারণ 
মানিক দেশটির যেসকল? 


বন্দ; 
| 4) 
7 = yi (u, u3) i=1,2,3; 15 
ç Е (h 
এই সমীকরণগুলি সিদ্ধ করে তারা ১এর বন্দ; । এখানে ধরে নেওয়া হ 
(1041) সমীকর 


যায়! 
পি গুলিকে সমাধান করে ৮, (< = 1, 2. Pid яп 
সপচ্টতঃ ও এর таи „тд WP (ut, u?) ) 
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S তলের উপর ক্ষুদ্র দৈঘ্য ds এর জন্য 


3 2 . 
dè = 2 dvi dyi = asa du* du, <, B = 1, 2 হবে, যেখানে 


i=l 


das এগুলি, Uara (üe টেন্সরের Smeri বদি u = u* (ছা) ৪), 


< = 1, 2 ; এই রকম গ্রাহা রূপান্তর নিই তবে 
ди ы ту 
ди = ай айі i= 1,2; এবং 
ds? = dap du* du? = dup @й* ай? 54! 
sado -তন্যের সাপেক্ষে, ও এর বিন্দুগুলির ЭПИ হল (07, @)1 
টির 


এখন, famas দেশ S এর উপর, ০০৪ উপাংশ বিশিচ্ট табе টেন্সর 
লি 


সাপেক্ষে যাঁদ ANR ROSA টেন্সর নিই, তবে তার Rasys CMM 


নিদ্নরূপ হবে — 
= Ran এবং অন্য Res ¢ 0 


[২1218 = [9121 7 Rans - 
তাদের Rimo এর সাহায্যে 


সুতরাং, Repre এর থে উপাংশগযাল শুনা নয়, 
লেখা AVA ! 


$ এর উপর টঁ-তন্বে, ep সাপেক্ষে, রিমান-ক্রিষ্টোফেল яй উপাংশ 


Ку এর জনা 
Ç (ü gus дий д" ди 7711 1, 2 
0. а АЛЕ ВЫ 
= әш дч? әш 01৮) 

e Каз са Кз? (25 ən дй? дй! = Rim T 


aui 
যেখানে, জ্যাকোবিয় T= | Jui |! 


ату, আমরা জানি а= ap, যেখানে 77178 |, а = |а| ॥ 
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лп, “шз „Кшз, (10:4 ii) 


н Rig Ë 
(104 ji) সমীকরণ থেকে সহজে বোঝ বাচ্ছে যে, -% একা স্কেলার। এই 


স্কেলারকে ও তলের গাউসগর বক্তা ( 


aas. K = Ria: 3 যেখানে a= | а; |, ds? = aij йш dul, 


Gaussian Curvature) K বলা হয়, 


yi S= 12 
fanas দেশে ও বকুলের জ্যামাতক আলোচনার, «898 বরুতা эч I 
এই বরুতা (K) যেহেতু, কেবল 5 তলের їй টেদ্সরের (dap উপর 'র্ভ'রশাল, 
ЭФК, K чя সাহায্যে S তলের যে সমন্ত জ্যামিতিক ধর্ম বর্ণনা বরা যায়, 


তারা S তলের দ্বকীয়-ধম* হবে, অথ, fanas দেশটির মোট্রকের উপর 
নিভ'রশঈল হবে না। ( এখানে এ বিষয়ে বিশদ আলোচনা করা হল না। ) 


অনুশীলনী 10 


(1) দেখাও যে В; Ry = Re, , অতএব R; = Кр 
Ü) ui ania যাঁদ একটি প্রাতচল ভেক্টরের উপাংশ হয়, 
ui; “Шу = — u Ri. 


Pik 
Ü) যাদ ৪; = Agy হয়, তবে দেখাও R = ॥১। 


তবে প্রমাণ কর_ 


(যেখানে В = 8% Rij ) 


(4) দ্বিমাত্ৰিক দেশে যাঁদ ds? = (4х\)% 47 (sin хд) (х2): হয়, তবে 


দেখাও Ri % 01 
(5) দেখাও 


Куу = + (98 +9 Rik 


OVE 275) 
9920 9১22 


958১0.  ƏxiƏxk 
аа (79117, x] — [j B] Lik, < ])1 
famas দেশে যাঁদ кы = 0 হর তবে দেখাও যে 

(а), R. = 0 


(6) 
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- (5) দেখাও 
(b) Крањ = Ra gn = Riss, 
(с) С; = 0, যেখাও G; হল আইনস্টাইন (D23134 1 
(7) asas দেশে (п = 3) দেখাও যে, R; = g# R; সমীকরণ 
“ета সমাধান হল_ 
Rijn = Zi Rip + бу Ка — Zin Ёл — Sji Кв 
R 
+ > (87887 — 80 85k) | 
যেখানে, R = gü Rij 
(8) দ্বিমাত্ৰিক দেশের ক্ষেত্রে দেখাও _ 


( সংকেত £ £ Ry = 8 Киа = 8u Zas বি — Ze Bia К“ 
= gu 829 Rens — 812818 R'a (`' Rin = 0) 


= gn (Za Кио + En К) 
— £12 (812 [২2815 + 81 Riis) 


= gu Rons — 819 Купе = £n Ran 
= gn Ran ইত্যাদি |) 


| 


(9) ај R“, = 87 Rij হয়, তবে দেখাও 


(10) Wamaq দেশে S বরুতলের উপর (ш, 49) স্থানাঙ্ক সাপেক্ষে, Aia 
асв মোট্রিক (ma উপাংশেয় ৭19 = aa = 0 হয়, তবে দেখাও, গাউনায় 


বক্তা 
ATG) 81888 

Kn তি z Wa д ди \Va 8) 
বেখানে а = 14515 і = 1,21 


একাদশ অধ্যায় 
সমাস্তরালতা ও ভিওজেসিক 


111. অমান্তর।লত। (Parallelism) : 


মনেকার %-মান্রিক Tantata দেশে একটি বর্করেখা c এর সমণকরণ 


xi = х (0), i= БУЗУ ОЛА 


যাঁদ ০ এর প্রীতাঁট বিন্দুতে, ui উপাংশ বিশিষ্ট কোন ধ্রুবক দৈঘেএর rogaa 

1 এর সাপেক্ষে স্বকীয়-অন্তরকলজ SU হয়, তবে Q ধ্রুবক দৈঘে‘র 098109 

C লেখা বরাবর সমান্তরাল বলা হয়। স:তরাং ш উপাংশ বিশিষ্ট ভেষ্টরটি с বরাবর 
i 

সমান্তরাল হলে š =0 হবে। 


о C i аҳ" ЖҮ 
h dt ки di = 0 হবে। (2 = 1,2, ... п) (11111) 


কোন রেখার সাপেক্ষে, একটি ভেষ্টরের এই সমান্তয়ালতার সংজ্ঞা দেন 
'লোভামভিটা?। অর্থ, লোভাঁসাভটার সংজ্ঞা অনুযায়ী বলা যায় যে, /' 
উদাংশাবশিষ্ট дад, w yi (0 রেখা বরাবর সমান্তরাল হলে, (111% 
সমাঁকরণ সিদ্ধ হবে। কোন ধবক দৈঘেযর ভেটরের ui উপাংশগৃলি, (1119 


5, 
সমীকরণ সিদ্ধ করলে, সাধারণত বলা হয় যে, с রেখার- সাপেক্ষে ও ভেরাটির 
সমান্তরাল সরণ (parallel displacement) হচ্ছে। 


© রেখার উপর কোন хі বিধ 
সমান্তরাল toag ui 
তবে (11:11) এর সা 


ন 
TUO, দ্র সরণ dxi এর দরুন কোন কো? 
উপাংশগণালির ssa aĵa increment) afa ш! হয়। 
হায্যে লেখা যায় — 


dui = — { ү } иј dxk (1149 
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(1111) সমীকরণের সাহাযে, ৫এর উপর কোন Ha সরণের জন্য % এর 
বাদি পাওয়া যাবে। 


প্রাতচল ভেক্টরের মত, সহচল ভেক্টবেরও সমান্তরাল সরণের সংজ্ঞা দেওয়া যায়। 
যেমন, u উপাংশবিশিহ্ট একাট ধ্রুবক দৈঘেণর সহচল ভেষ্টরের ক্ষেত্রে, যদি 


с রেখার প্রতিটি fanzo sr = 0 হয়, I чей, га = 0) তবে 
বলা হয় যে, সহচল LOARA с এর সাপেক্ষে সমান্তরাল সরণ হয়েছে 1 еї, 
и; উপাংশ বিশিষ্ট сеа, с এর সাপেক্ষে সমান্তরাল সরণ হলে 
dui j dx _ লা 
БОЙ ЕТ bu = 0 হয়। (11:] iii) 
মনেকার ш ও йі উপাংশ abae দুটি ধ্রুবক; দৈঘেঠর Пэй, 
6: = xi (t) রেখার সাপেক্ষে সমান্তরাল সরণ হয়। এবং ধরি কোন 
একটি নারি P : (xf) বিন্দুতে, ভেন্টরন্বয়ের aag g কোণ 0 1 অতএব_- 
ий cos 0 = gij u ü, 
যখানে и = гшщ = ধ্রুবক, ü = Vg йійј = 94% І 


এখন, যেহেতু g; ui й) একট স্কেলার, সুতরাং 


РОО A LE 
Z ial 9 = gij gy Y TE 17 
বিন্তু, седан c এর সাপেক্ষে সমান্তরাল হবার দরন 
88 _, 0, 8 _ 
টেল ОК 
d (gy wi 
অতএব A ) = 0, 


বা uv cos 0 = gç й) = 491 
соз # = প্রঃবক। “ele ৫ এর সাপেক্ষে 


সুতরাং, и, V 954% হওয়ার দরুন, a 
রেখার প্রতিটি বিন্দুতে এ দ:টি colaa 


দ:টি ভেষ্টরের সমান্তরাল সরণ হলে, € 
чер কোণ 0 94 হবে 1 
মনেকার) u দৈর্ঘ্য বিশিষ্ট কোন ভেক্টরের, ui উপাংশগদল ০ এর গ্রাতাঁট 


fargo, (01:11) সমীকরণ সিদ্ধ করে। 
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০:02 6/% 6. 1১87 иј 

a d Ca BLEU) = 28% utsr 
= 2g; (442 7174 
N 0৮ { kl hF а) 
= 0 


20 = афі অর্থাৎ ভেরটির йде! এই কারণেই. লেভি ভটা 
সমান্তরালতার সংজ্ঞায়, কোন সমান্তরাল ভেষ্টরের দৈর্ঘ্যকে ধ্রুবক ধরা হয়েছে! 


লৌভীসাভটার সংজ্ঞা অনুযায়ী, Tamra a দেশে কোন 1988 ০ রেখার 
সাপেক্ষে, কোন ভেষ্টরের সমান্তরালতার ধারনা করা হয়েছে। ПН দেশে 
Р:( ও Q:(%+- dxi) দুটি িকটবতঁ বিন্দু হলে, PQ সংযোগকারি 
€ রেখা বরাবর সমান্তরাল (92049 иі উপাংশের ক্ষুদ্র বদ্ধ, (1111) সমীকরণ 
ছারা নাত হবে। এই সমীকরণ থেকে সহজেই বলা যায় যে, £/ এর বি 
° রেখার উপর (чөй হবে। অথাৎ, কোন ধ্রুবক দৈর্ঘ্য বিশিষ্ট resta 
@ উপাংশগর্ীলর মান, কোন একাট P বিন্দুতে জানা থাকলে, ৫ রেখা ব্রাথর 
ওঁ ভেষ্টরের সমান্তরাল সরণ হয়ে Q বিন্দুতে % এর যা মান হবে) P 
সংযোগকার অন্য একাঁট с' রেখা বরাবর সমান্তরাল সরণ হলে ОЮН “ 
এর মান সাধারণভাবে আগের মত না হতে পরে | fata দেশটি ই 
দেশ হলে সেখানে কাঁতি'র-্থাণাত্ক се নেওয়া সম্ভব, এবং যেহেতু gioa tri 


i T 
{ж ) =0, সুতরাং (111 8) সমীকরণ অনুযায়ী dui = 0 হবে ৭ 


& = 899 হবে। чак ইউর দেশে কাতর তন্মে একটি সাজার 
ভরের উপাংশগীল, সন্ত earo ajas হয়। ইউক্লিডায় দেশে লমান্তরালতা 
এই ধারণা আমাদের পাঁরাঁচত। 


"মানিক রিমানীয় দেশে দি ভেষ্টরের зра. উপাংশগহীল খাদ একটি 
(таре সমান:পাঁতক হয়, তবে তাদের সমান্তরাল седа বলা হয়। মনেকরি ” 
উপাংশ বিশিষ্ট একাট ধ্রুবক taqa ভেক্টর আছে এবং G: উপাংশ বিশিষ্ট 
আরেকাঁটি ভেষ্টর আগের ভেন্টরের সাথে সমান্তরাল । অথাৎ, 00 
যেখানে % (1) হল একটি স্কেলার। এখন, u; উপাংশ baso goa 
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যাঁদ ৫: xi = xi (2) রেখা বরাবর সমান্তরাল সরণ হয়, তবে 8৮০ হবে। 
অতএব 
ই = (фуу вн 248) পদ 
=н = p = Z los t zi f(t) w, 
যেখানে fli) = Fett 


অথাৎ, йі উপাংশগুলি u =/Л() এই সমীকরণ সিদ্ধ করে। 
আবার পরত ক্রমে, মনেকরি £* উপাংশবিশিষ্ট একটি ভেক্টর এমন, 


Sui у 54 
যাতে করে c রেখার সাপেক্ষে 8 = /(1) 7: হয়, এবং ধার ॥ =. 
ôt 


যেখানে % ৫) একাঁট দ্কেলার ৷ অতএব 
wi „мй о (е) 


ау x 
এখন কে এমন ভাবে নিতে পার, যাতে J; + fa = 0 হয় এবং সেক্ষেত্রে 


бш safe, ui উপাংশ বিশিষ্ট ভেইরটির c রেখা বরাবর সমান্তরাল 


Sin = 0 4! 


সরণ হবে। 
সমান্তরালতার যে সংজ্ঞা এই অন:চ্ছেদে দেওয়া হল, তার থেকে Is 


Бышып দেশের যে কোন mense 900, সরলরেখার সমীকরণ її করা 


аш! এবার আমরা ত্রিমাত্রিক দেশে সরলরেখার সমীকরণ (qa করব। 


মনেকাঁর fanfar ইউক্রিডাঁয় দেশে কোন € রেখার সমীকরণ হল с : хй=лхї (s), 

i= 1,2, 3 যেখানে s হল c এর কোন fafa Гази, থেকে ৫ এর দৈর্ঘয। 

আমরা জানি, ৫ এর প্রতিটি বিন্দুতে একক som ПОД উপাংশগদীল 

25 এবং ০ রেখাটি যদ সরলরেখা হয় তবে r উপাংশাবাশষ্ট স্পর্ণক 
19 


й = 
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“ক 
ভে্টরের দিক ৫ রেখার দিকে থাকে অর্থ, c সরলরেখা হলে, তার একক 0 
ভেষ্টরাটর এ রেখা বরাবর সমান্তরাল সরণ হয়। яд c :xi= (s) 


ôt 
সরলরেখা হলে 85 = 0 হবে 1 


dti i ах _ И 
বা 7 রা = = 0 হবে; 
A ৫2 i dxj dxh те ১13) 
^ a ik ds as = 0 হবে, (ij, k=1, 2, 3), (11 
(11:11) সমাকরনগুল হল Tania দেশে যে কোন Ходят সরলরেখার 
সমীকরণ ।  স্পঞ্টতঃ agonie ау Їз হয় তবে সরলরেখার 


н 
সমীকরণ আমাদের পরিচিত সমীকরণ এ = 0 হবে। 


112, জিওডেজিক (Geodesic) : 


আমরা জানি যে fanas Bisola দেশে দুইটি নিদিষ্ট বিদ্দ; Po ও P: 
সংযোজক সরলরেখাটি হল, forama মধ্যের ক্ষুদ্রতম দুরত্ব । সরলরেখাকে 
বলা হয়, Yams ইউারডশয় দেশের জিওডোসিক। P. ও P, 10% 
অসংখ্য রেখা দিয়ে যুক্ত করা যেতে পারে এবং এই রেখাগনল বরাবর Po ও Р: এর 
দূরত্ব নিলে সেই দুরত্ব, স্বভাবতই ও রেখাগযলর ওপর নির্ভর করবে। দুটি 
МӘН মধ্যে জিওডেসিক হবে সেই রেখাটি (aca 

দৈর্ঘ্য ক্ষনদ্তম হয়। ভিওডোঁসকের এই ধারণাকে 
সামান্যাকরণ করে, কোন: -মান্িক রিমানীয় দেশে fজিওডোঁসকের সংজ্ঞা দেওয়া 
ЧЇ! এই সংজ্ঞা অনুযায়ী, নাট দুটি বিন্দু р, ও P, এর জনা, 
জওভৌসক হল P, ও p, সংযোজনকার সেই রেখা, যার সাপেক্ষে Ро P: এর 
TAS চরম (Extermal) হয়। 

মনেকরি কোন паба রিমানয় দেশে gij হল মোট্রক টেষ্সারের SM" 
এবং C: xi = x: (1) হল একটি রেখা, যেখানে / একটি চল, যার 
মান саа Їн বিন্দ; নির্দেশ করে । মনেকার = ег =ч Я 


এর 
° এর উপর P. o P, јан, নির্দেশ করছে 1 дїй с রেখা বরাবর Ро P 
TAR 5 হয়, তবে 
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(1127) 


০৩০ রী 
а Sma au sal 
0 


(<£ = 1, 2,..., п; ==.) 


эре: ও এর মান 2৫ (0, G = 1,2,..n) এই অপেক্ষকগন্ীলর ওপর 
নিভ'রশধল ॥ সুতরাং জিওডোঁসক নির্ণর করতে হলে % (z) অপেক্ষকগল 
এমনভাবে নির্ণয় করা প্রয়োজন যাতে s এর মান চরম হয়! 


তবে তার পর্বে 


আমরা বর্তমান অন;চ্ছেদে এই জিওডোপক নির্ণয় করব। 
এই 


গাঁণতের একটি বিশেষ পদ্ধতির আলোচনা সংক্ষেপে করা প্রয়োজন । 
পদ্ধতির নাম ভেদ-কলন বিদ্যা (Calculus of variation) 1 


মনেকার 


1 
I(x) = f F (f, x, 8) dt, 
Io 


у ЖАЎ 

যেখানে 5 = 47 5 1 একটি স্বাধীন চল; = হল £এর অপেক্ষক, F হল 
1, x, % এর অপেক্ষক : 1 হল x অপেক্ষকের অপেক্ষক এবং (=L ও {= 9, 
x(t) ও x(t fafao আছে। 
1 (%) এর TAS বিভিন্ন হবে। ভেদ-কলন* 


বিভিন্ন х অপেক্ষকের জন্য, 
(t) নির্ণয় করা যাতে 1 (1 এর 


বিদ্যার একটি সরল সমস্যা হল £ এমন x 


মান চরম হয় ! 
ар 1 (x) এর মান চরগ হয়। 
সামান্য ভেদ বা পাঁরবর্তন 


নেওয়া হল, যাতে 


হল ася অপেক্ষক, যার 
এর সামীপ্যতে (neighbourhood), х 99 
(variation) নিয়ে (চিত্ৰ 112 ) আরেকটি অপেক্ষক ₹ (t) 
Torz x (t) + ef (0) 1 

x এর একটি যদচচছ পারবর্তন :/(%)-(-0। 
)। afi ôx পাঁরবর্তনের জন্য, 


ধরা বাক x f) 


z (t) = х(0) 
এখানে дХ= e f (t) হল, 
লপঞ্টতঃ X (10) = х (10) এবং 3 
з এর পাঁরবর্তন 94 হর, তবে 


(n) = х (t 
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fsa 11-2 


б ЫКЫ SY PRQ Күзү 3 dx ат 
= ++ ë= 2 ঝ 5 অর্থ S qr = Jr xl 


এখন, মনেকরি I (х) এর পরিবর্তন 811 অতএব I(2) = I(x) + р 
ЖН, « এর বিভিন্ন মানের জন্য, ॥ (2) এর মান বিভন্ন প্রকার হবে। তা 
1(#) কে = এর অপেক্ষক মনে করলে (যেমন $ )— 


87128 চিএ 


Е 


h 
এখন, $e) = í F (t 
to 


1 
= [4 oF oF 
° (2°). o чү (27+ 857) а 
40 


А ГА 
ӘБ এ [ак Е 
যা Í SE = a (8) арав} = 0 
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যেহেতু 1৫০) = /(n) = ০, 
1 
97 а [aF 
অতএব Í a 5 (2) [74-9 
এখন, এই শেষের সমীকরণটি যে কোন ITE f এর জন্য সত্য। তাই 
oF а [əF 
E (9) = 0 প্রত feco সত্য হবে। 


সমাকলটির মান x (1) তে চরম হতে গেলে 
(1127) 


яп, দেখা গেল যে I (x) 
aF d oF 
әх а (бу) ৩ 
ও x (f) faf মানের শতেঃ 


অতএব х (৫) 1999 করতে গেলে, x (fo) 
) সমশকরণাঁটকে অযনেলারের 


(11:29) সমীকরণাট সমাধান করতে হবে ! (112 ii 


সমীকরণ বলা হয় (80165 Equation) ! 


ভেদকলন ana আরও সামান্যগকৃত সমস্যার আলোচনার জন্য ধরা যাক, 
| Г F (ty 29, 29, ০১ Х» Ry но #) dt (11°2 iii) 
1, 

দেওয়া আছে, যেখানে F হল # 2, xa 
অপেক্ষক॥ মনেকাঁর. x: = #() এইরকম n যংখ্যক (i = 1, 
অপেক্ষক আছে, যেখানে xi (i) ও xi(n) নির্দিষ্ট এবং * (৫) এর 
জন্য 1 এর মান চরম। (1) এগুলি নির্ণয় 
করা, বাতে (6) ও x' (0) 

Taqe নিয়ে #'(0) ভাপেক্ষকগ্যীল 


যাঁদ %৫() এর ভেদবা গ 
_ A еу (4 গল বদ )। তাহলে, ॥ এর 


তপেক্ষক ধরে আমরা গাব 


> s... x ; #\, 82 52754 an এর 
2) 00) 


এখানে, 
নেওয়া হয়, যেখানে 5 
2 এই Í কে = এর 


পাঁরবর্ত'ন হয়ে 1 হবে এবং 
NS TEL АЕ Лар; 
£ pef”) dt) 


ыз д" ef"; 


R fy # + ef en 
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যেখানে /£ (10) = fi(t) = 0, i= 1, 2,... nil 
এখন I এর মান, Xi (t) এর জন্য চরম হতে গেলে, % (e) এর মান, є = 0 তে 


d. 
চরম হতে হবে। অর্থাৎ, (2). —0 = 0 হতে হবে। 
ч дЕ 
ай = [E бат, п) 
0 = (7 385 [Ga f+ zal 
3 | ? 
Е дЕ aF oF ) t 
trr) А (б /" +25 4 
বা, 
ti F li Я y 
дЕ 4 а 8 д ... 
DES т] aaf |255 А) dt + 
0) h 
й n 
1 oF d [oF дЕ 
‚+ | ALE 2 a =) dt + he s] 
п 1, 
LE Ons ñ 
дЕ : 
4 Шр ой] EE = (11:2iv) 
f h 


যেহেতু, Si (/0) = fi(t,) = 0 এবং fi чега যদচ্ছ (i = 1, 2, ..., 7), 


অতএব, (11:2 iv) সমীকরণাঁট দ্ধ হতে г ‚ নিচের n সংখ্যক সমীকরণগলি 
সিদ্ধ হতে হবে _ 


дЕ d (oF н 11:2 у) 

даа (88) =o, G= 12১7) 0 (( 

ARA, x (t0) ও xš (5) এগাল ি্দি্ট а 
অতএব, (11:28) এর সমাকলটির চরম মান 'র্ণয়ের জন্য, এমন xi (0) 
অপেক্ষক Тер করা গ্ররোজন যারা (11:2 v) সমপকরণগণ্ীলর সমাধান ৷ 


“বারে, ভেদ-কলন বিদ্যার এই ig আলোচনা আমরা জিওডেসিক নির্ণয়ে 
ব্যবহার করব। বর্তমান অন:চ্ছেদের শুরুতে বলা হয়েছে যে, тїт Taqa 
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দেশে দুটি বিদ্দ; Po, P: দেওয়া থাকলে, জিওডোঁসক ৫: xi = xi (t) এমন 
রেখা, যার সাপেক্ষে (1121) এর 5 সমাকলাট চরম হয়, যখন 2 (70), x° (h) 
হল ও ৫ রেখার উপর Po ও Р, দুটি নাদক্ট বিদ্দু। (11:2 i) ও (11:21) 
তুলনা করলে সহজেই বোবা যায় থে, ॥-মা্িক দেশে Po ও Pi সংযোজনকারি 
জওডোঁসক নির্ণয় করার অর্থ হল, (11:27) এর অনুরূপ একটি ভেদ-কলনের 


7 


সমাধান করা, যেখানে F = Ув ХВ | 


) জিওডোঁসকাঁটি আসলে (112) সমীকরণগ্যালর 


সুতরাং с: хі = xi (t 
11) জানা আছে এবং 


সমাধান যেখানে * (to) ও x° ( 


Ft = gup 85 $f 
F _ 1 дбав; 58 52 vi 
এখন, ০০০ টে * (1152 vi) 


Р z 1 A 
т = др (60084 8৮ 4825 #80) = рр % 
i М Е 1 d " 
са 27) = F (222 8 &P + gip 89] = кү? ЖР 
(11-2 vii) 
(1:2 vi) ও (112 ун) айне (112V) এ যাঁসয়ে পাই_- 
i К К 1 dF я 
(16৮ Кш জর + ৮ Вк” сш 
ова ае ане НЕО TES 
কিন্তু যেহেতু টির = 1 x° # 8৪48 т И 
ИЧЕ Сг 
{J 02০9 agis _ 0228] д č. — J TE = 0 
. р (062-0 ден ৪ Ё gis Eare 


К, 17715817728 
বা দির F dt аа 
এই নী qa si দিয়ো sa বরে ও যোগ করে গাই 

1৫571 Y 
Í j } К ат 4 у =0 (j=1,2,...n) (11°2 viii) 
«В 
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সুতরাং (11:2 vii) সমীকরণগ্ল হল tatara জিওডোসকের жй | / চল 
রাশিকে যাঁদ রেখার দৈর্ঘ্য s ধার, তবে (৮৬৯৫) 


(লক মহা: mam ৫. F ў 
F = Мав #88 = мус; s, = 0, এবং # = প্রচ 


সংতরাং জিওভোসকের (11-2 viii) সমীকরণগ্ীল এই রকম s — 


jJ | dx 4৮৪ | ৫০ ; i 1-2 ix) 
{a ds ds © аж ৯২0১558১712, n (11521 


(11215) নং এ ॥-সংখ্যক অজানা রাশি xi (z) নির্ণয়ের জন্য মোট /-সংখাক 
দ্বিতীয় асаа অন্তরকল-সমীকরণ আছে। অন্তরকল-সমীকরণের єз থেকে দেখান 


аг F 
TA যে xi ও ৫5 এদের যাঁদ একটি করে মান নার্দ্ট থাকে তবে (11:2 ix) 


সমীকরণগঞ্জুলর অনন্য (unique) 
একটি বিদ্দ; ও একটি takes 
িওডোসিক রেখা পাওয়া যাবে, 


সমাধান পাওয়া যায়। এর অথ হল, যদি 
দিক দেওয়া থাকে তবে তার জন্য একটি ma 
যেটি প্রদত্ত итп ও Tate দিকে হবে। 
রিমানীয় দেশটি ইউক্লিডীয় দেশ হলে 
ব্িস্টোফেলের প্রতীকগুলি a 


ахі 
সমীকরণ হবে টা 


সেই দেশের কার্তি'য়-তন্তে যেহেতু 
МП সুতরাং এ কাতিপ্ন-তন্রে জিওডোঁসকের 
ইউক্লিডাঁয় দেশটি fantas হলে স্পণ্টতঃ এই 
সমাকরণের সমাধান আমাদের পরিচিত সরলরেখা হয় 1 সাধারণভাবে (112 ix) 


ও আগের অনুছেদের (11-13%) সমীকরণগণাল famis ইউক্লিডীয় দেশের 
CRA একই। সুতরাং (11-2) সমাকরণগঢ়ল ত্রিমাত্রিক দেশে সরলরেখা 
বোবায়। : safe, famis ইউক্লিডীয় দেশে সরলরেখা হল জিওডেোঁসক 


sss ; та 
(112 iii) এ যাঁদ আমরা 6 = 24 বসাই তবে আমরা পাই 8 = 0! 
এখন Li উপাংশ 'বাশষ্ট еза যেহেতু ভিওডোসিক c : x; = хі (5) এর 


একক স্পর্ণকি ভেষ্টর, অতএব দেখা যাচ্ছে যে কোন িওডোসকের উপর তার 
“একক স্পর্ণকের সবাই সমান্তরাল সরণ হয়। 
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rtza: ত্রিমাত্রিক ইউক্লিডায় দেশে মনেকারি একটি এ ব্যাসাধাবশিষ্ট 


= asin 0 cos $, = 2 sin 0 sin $, 
у, уз এগাল 91-99189 l সগম্টতঃ 
sin? 0 2°, এবং P. 8 P; বিন্দুগামী 


গোলকের সমীকরণ হল > 


১৯ = асоѕ 0 ; যেখানে ৮ 

গোলকের উপর d? = а 069 + a° 

7 এন 

কোন রেখার দৈর্ঘ্য s= j a (9571 sin? 0 $ ৫11 
0 


ববি 
স:তরাং, এখানে Е = a /0° tsn 9%21 


অতএব, জিওডোসকের জন্য яза হল 


а (27) _ 2 _ а (ӘР) ә _ 
(54) Tan Sasa নিজ 


z а іп cos 0° A Әб o 


а {ө sin 0 cos ф 7) 
* জিওডেসিকের সমশকরণগ্ীল ат (7) АВ 0 


а (siebo) 0 

এবং i F ) = l 

ds 

গাঁরবর্তেঃ সমীকরণগলিকে যাঁদ 5 দিয়ে লিখি তবে F = z = 1 
[লি হবে _ 


{тер সমশকরণগঃ 
ó З dt) = ৫. ( এ 
22 (2) -=е=°(@) =0 এবং т; sin 0 25 (у 


এবার t এর 
বসাতে হবে এবং তখন 


(1128) 


298 ভেক্টর কলনবিদ্যা ও (бела 


এখন, এমন একটি গ্থানাঙ্ক-তদ্ব ধরলাম যাতে PoS Р, বিন্দুর গোলক 
TAF যথাক্রমে (а 0, 0), (а, 0, 0) кд! (11-28) তে Po MIA? 


বসালে পাই =01 বা, Ф = 4%. আবার এই সমশীকরণকে Po ও Р: 
Tes দিয়ে সিদ্ধ করালে পাই % = 0 1 safe, Po, Р, ধন্দুগামী জিওডোঁসকের 
яй ф=0 হবে। সূতরাং% = 0 এই গুরুবৃত্তাট (great circle) হল 
জিওডোঁসক। অতএব, গোলকের উপর কোন জিওডোঁসক হল একটি 510,48! 
1:3, জিওডেসিক-স্থানাঙ্ক Geodesic coordinates) : 


আমরা জানি n-nies amata দেশাট ইউক্লিডীয় দেশ না হলে এমন একটি 


IE পাওয়া সর্বদা সম্ভব হয়না, যার সাপেক্ষে প্রতিটি বিন্দুতে 
বিপ্টোফেলের প্রতীকগুলি শূন্য হয়। এবার আমরা দেখব যে, যে কোন 


বিদ্দুতেই এ বিদ্দুর সাপেক্ষে এমন স্থানাঙ্ক-তন্্ দনণ‘য় করা যায়, যাতে করে 
ক্িস্টোফেলের aotenn ও বিন্দুতে শূন্য হয়। 


মনেকাঁর, রিমানীয় দেশে কোন 


H 3 
и বিদ্দ; Р এর рза хі = এ 
@=1,2,, 


©з এবং এ Pio Xoya ক্রিপ্টোফেলের ЕРЙ 
শল্য নয়; এখন এই P বিন্দুতে আরেকটি дарор om Y নেওয়া হল যাতে 


= (৮-)+8 (ве аав а) 0049 
ЖП, Р forgo = (0054 2 ai = 0 হবে। чей, নতুন Y 
SITI SU, Р বিন্দ; হল মুলাঁবন্দ; (origin) 1 

CONID a { 9} হল P tgo X এর সাপেক্ষে রি্টোফেলের 
প্রতীকের মান এবং এগুলি сял ) 


(1131) এ আংশিক অন্তরকলন করে পাই 


дуї + i бел ЭЁ, 11:3 ii) 
84174 Е 
a হজ = 81; #0 (11:3 iii) 
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সুতরাং Р fararo (113 i) দ্থানাণ্কেয় রূপান্তরের দরুন, জ্যাঝোঁবয় 
PA (=!) শন্যে নয়। অতএব) (1130) রূপান্তরটি একটি গ্রাহ্য রূপান্তর 1 
(11-3 й) (কে 2 দিয়ে অন্তগর্ঠণ করে পাই 


একে আবার y! এর ЖОС অন্তরকলন করে গাই 
Од i 72 
0 = дуу T (এ Jš (x — ৪) буйду! 
{ | 2% 95 
< [J }% ду? 8 
_ 9; বাঁয়ে ) (13 iv) ব্যবহার করে আমরা পাই 


অতএব, P Tas ( xi 


axi i j 8 
0 = дуду facar fáj Ja 
а দিলি 11:3 %) 
বা yay! | {н} ( 
{дер আমরা জান, স্থানাঞ্কের রূপান্তরের ফলে {дб প্রতীকের 
রূপান্তর হল_ 
< i ух axt 0% ке д^ 
715 কি (0) ахї д? 8)" g 0х 
і ов. & 
০৪17 kl Котыр ғ 
1117 
£2 [5] ôt; 0! 
(11:31) Ж নতুন দ্থানাৎক m Y 
সুতরাং প্রমাণিত হল মে 
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রিমানীর দেশে প্রতিটি বিন্দুতে ওঁ বিন্দুর সাপেক্ষে এমন স্থানাঙ্ক яп গাওয়া 
যায় যার সাপেক্ষে ক্রিস্টোফেলের প্রতীকগুলি শূন্য হয়। এই স্থানাঙ্ককে, যার 
জন্য কোন Р বিন্দুতে ক্িস্টোফেলের প্রতীকগুলি শূন্য, তাকে বলা হয় Р 
Rro জিওডেসিক aans, যার মুল বিদ্দ; Pi জিওডোসিক দ্থানাণ্কে 
মলাবন্দুতে, সব'দাই সহচল-অন্তরকলজ ও আধাশক-অন্তরকলজ সমান। 


আগে 10:3 অনুচ্ছেদে বিয়াঙ্কি অভেদ প্রমাণ করার সময় এই িওডেঁসিক 
স্থানাঙ্ক প্রয়োগ করা হয়েছে। 


সাধারণভাবে যে স্থানাঞ্কে ক্িস্টোফেলের astenia শুনা, তাকে জিওডেসিক 
স্থানাঙ্ক বলে এবং যে কোন বিন্দুতে অসংখ্য জিওভোঁসক атор ত্র গঠন 
ТП যায়। এবার আমরা) P : xi ৪ বিন্দুতে একাঁট বিশেষ ধরনের 
জিওডোঁসক minas Hag করব যাকে রিমাণীয় ছ্থানা্ক (Riemannian 
coordinates) বলা হয়। মনেকরি P বিন্দুতে একটি িওডোঁদক হল' 
xi = xš (s) এহং মনেকার gi = dx: l 

45 |р 

[ш “TA জিওভোঁসক qatqa বরুরেখার бичу হল $। এখন 

প্রীতাট & এর জন্য 


Р Rena একটি করে জিওডোসক পাব এবং s এর 
যে কোন মানের জন্য প্রাতিট freret 


সকের উপর একটি বন্দ; পাব । OTE 
এর শিকটবতাঁ সম বিন্দুর জন্য এইভাবে অনোন্য স্থানাঙ্ক 9 (i =1, 2,...) 
পাওয়া যাবে। এই স্থানাঙ্ক esa জওডোঁসকের সমীকরণ হল 
নাছ, 
ч уі dy 
ds? у) dsi йуу м 01 


æ dy: ! 27 
কিন্তু & =E (кле) ФУ = 0। 
i А 
як | } Еола ১81 


শেষের এই সমাঁকরণগুলি P বিন্দুতে সমস্ত যদচ্ছ £ এর জন্য সত্য। অতএব 


P Renge W: } = 0 হবে। সুতরাং. yi aja জওডেসিক গ্থানাঙ্ক। 


есе 301 


এই ) = £ 5 ছ্থানাঙ্ককে রিমানীয় স্থানাঙ্ক (Riemannian coordinates) 
বলা হয়। 


114. রিমানীয় দেশের উপ-দেশ ও জমান্তরালত! ( Subspace of 


a Riemannian space and parallelism ) : 


মনেকাঁর একটি ॥-মান্রিক রিমানীয় দেশ У» এর মৌোট্রক ৫57৪ dx: d? 
У„ এর যে 238 বিন্দ; m সংখ্যক (m < n) স্বাধীন চল রা) Z} ,.., %% এর 
অপেক্ষক, অথাৎ যে সমন্ত বিন্দদর জন্য хі хі (ZU ০০১ 20, 
i=1,2,... n; সেই সমন্ত Кел, দ্বারা, যে тоба রিমামীয় দেশ Уш 
গঠিত হয় তাকে У, এর উপদেশ (Subspace) বলে। জগঞ্টতঃ Vm এর 
бй У„ এর বিন্দু হবে কিন্তু У» এর সম দ্বন্দ: Vm উপ-দেশের বন্দ: 
নাও হতে পারে 1 যেমন fantas ইউক্রিডীয় দেশ Ез তে মনেকার বিদ্দ;গ্ালর 
গোলার গ্থানাঙক (৮১ %% жу! এখানে лав বিন্দুর স্থানাংক (a, X х3) 


তারা এ ব্যাসার্ধ বিশিষ্ট একটি গোলকের পণ্ঠতল 5 গঠন করে। এখানে ৯ 


হল E, এর উপদেশ І 


Vma lD নিকটবর্তী বিন্দদ P 
মনে কারি ХТ Р: 0) এবং О: (xi + dxi l 


(я) е О: (Fi + d#i) এর জন্য 


87১1 oxi ori যা লি রা, 
ds? = 8 ахі dx! = 180 охх б? AR 089 = gap d7* ৫৪৪ 1 


(114) 


টন্সরটি (1141) এর সাহায্যে লেখা যায়৷ 


সুতরাং Vm এর mia U 
Да @(ї = 1,2,...m) 1 


মনেকাঁর, Vm এ কোন প্রীত্চল ভে্রের উপাংশগ 
п) Ө аа 


এক্ষেত্রে, Vna এই প্রাতিল ভেইরটির "(= 1527 


সংজ্ঞা হল_ 
а (11:47) 


ui =й a= 
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এখন, V, এ একটি нд] с এর সমীকরণ যদ 5 = % (8) 
i=l, 2,..т; হয় তবে V, এ àQ বক্ররেখা caq সমীকরণ হবে 
xi= хі [z (s)] 1=1,2,...1। এখানে, ৫ এর কোন Їй Tan 
থেকে বরুরেখা বরাবর দৈর্ঘ্য হল 5 1 অতএব (11:4 ii) থেকে পাই 


dui _ ай“ əxi — „ Өз аяв 
„Bo ds әх arro ds ° 
8ш _ d det 
এবং s = — +Í, |. ӨТ: 2 


= 40% xi Oxi аяв 
ds Ox T © উঠত ds 


+ { і } ах) oxh dae 
jh Je ox aze Qç l 


Әх бш $ 
Zik তিতা 9১8 gxi düs 
д5 55 Eik — JE дж га 


5৪1 ду, 8৮82৫ GHP 
д5” 8685 aso 


= ‚ Әх? дхј gxh dë’ 
jh z Sih оят EN х#Ё ds 


= z S ЕЕ 


ds | az” əz*əzP £ 
i Әх Әхј 8১ 
T {у әх" gx- 9388 Eik 
feg ন ১ i дх? дхһ gx" 
a ерк ৪৮ + {  } йкы бю Oa 


ইরান, 
ডি, ডা }₹ (অনুশীলন 9 (A) এর 999) 


nnn 
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як 
эру а {иһ ы 
2] (114 ii) 


= £15 5з 


v, দেশে ui ভেষ্টরটির বাঁদ с বরাবর সমান্তরাল 
উপাংশ বিশিষ্ট এ ভেষ্রটির, 


(11:41) থেকে বলা যায়, 
дш ) তবে Vm উপদেশেও 0 


পি 
87 
с যরাবর সমান্তরাল সরণ হবে, чае ত = 0 হবে। afa ui উপাংশ বিশিষ্ট 
rogaa ৫ রেখার একক স্পর্শক toa ধার, তবে ge উপাংশ বিশিষ্ট 
ভে্টরটিও ৮/-উপদেশে e এর ээр ভের ! এক্ষেত্রে আমরা জানি, € বরাবর 
হওয়ার অর্থ হল, cant উভয় দেশে 


এর সমান্তরাল সরণ 
দেশে কোন faxom হয়, তবে 


ui এবং 0“ 
জিওডেসিক হওয়া ! সঃতরাধ © যদি У» 


বরুরেখাটি Vm উপদেশেও ভিওডোসিক হবে l 
লন ( Tensor differentiation ) : 


1165. টেন্সর-অন্তরঝ 
মনেকরি nonis রিমানীয় দেশ Vn এর ভিতর Vm একটি উপদেশ, 
যেখানে хх = xš (8 85 a8) i = 1 2 তি п; এবং 
2.5 n; 


т<пі 


as? = g; dxf dxi = Zan й q: bj=b 
¿B= 1 2,.. 2 


( এখানে, V॥ এ X08 ও Vp এ XA নেওয়া হয়েছে ৷ ) 
У, দেশে ৪৮ কে একটি প্রীত 
< এর প্রতিটি নির্দিষ্ট মানের জনা? n T চল 


Vy, দেশে অন্য কোন Үзө а জন্য যাঁদ 


ভেতরের উপাংশ বগা চলে; কারণ, 
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রি: ду? _ 9)? Әхј Әх ја 
РЭ VSN HL 2 gm ৫০০ 
228 £0) হয় তব с 957 ак ís এগ, 


প্রাতচল ভেষ্টরের রুপান্তর নিয়মে রূপান্তারত হয়। 


আবার Van উপদেশে дїй Y-esa নিই যাতে xi = xi (91, 7৯ ...১ 7") 


axi _ дхї əxB хі 
হয়, তবে I = 53 оре» < —1,2,.. m. чаб, 9% чой 


কোন Тїї i এর জন্য V, দেশে সহচল "নিয়মে রূপান্তারত হয়। তাই 7 এর 


atei нф সারিকা S яис (OE 10 n: m), Vi এ একট 
ভেষ্টরের উপাংশ বলা চলে। 


дхі 


আমরা ота কে xi লিখবো এবং хі, কে মনে করব V, ও Vm এ 


যথাক্রমে প্রতিচল ভেক্টর ও সহচল ভেক্টর এর উপাংশ। এইভাবে যেকোন Ai 
ঢেণ্সরকে লাটিন সুচক i গুলির জন্য V, এ afosa ভেক্টর এবং গ্রণক সক 
= ЖМ জন্য V, এ সহচল ভেষ্টর মনে করব। সাধারণভাবে ১৪ হণ 
একাট মিশ্র টে্পরের উপাংশ যা У, এ একাটি প্রাতচল tesa এবং Уша একটি 
তীয় ক্রমের সহচল টেন্সর এর উপাংশ । 


т 


এখন, মনেকাঁর Ула একটি বরুরেখা с দেওরা আছে যার সমীকরণ হল 
“= ই* (s) ; এবং V,,এ с এর সমীকরণ হল xt = xi (5)! মনেকার 
Vm উপদেশে b“ ana একটি ভেষ্টরের উপাংশ যা с বরাবর সমান্তরাল এবং 


V দেখে মনে কার с; «еа একটি ভেষ্টরের উপাংশ যা с বরাবর সমান্তরাল ! 
সংতরাং_ 


db* 4 ая А 77% 
stal 48 dä _ 1818 
ds E | By T 0 এবং КЕТА 1 এ 45 


(115) 


2 


&= 4১2১০১57711 i= 12১,771 


“এ নীরা j к 
( (115) এ, gua এর সাপেক্ষে ক্রিস্টোফেলের প্রতীককে 20 ү ЗЕ 
š g 


gy এর সাপেক্ষে কিস্টোফেলের প্রতীককে - { a এই জেখা হয়েছে ) 
£ 
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এখন ৮* e; Aš, গুণফলটি নেওয়া হল। গঢ়ণফলটি, নি্দ'ণ্ট « এর জন্য 
৬, দেশে একটি স্কেলার হবে এবং নাট £ এর জন্য Уш এও একটি স্কেলার 
হবে এবং গুণবলাটি с বরাবর S এর অপেক্ষক। অতএব_ 
4 2 dA 2 4 
ау (BS; А) = ৮৪ (854 548 Ф. + be Aia 48. 
(ЕЕ (1) а ® 
b (а z ВУ ৫5 278 ik Aig = 
(11151) 
( এখানে (115 1) ব্যবহার করা হয়েছে ) 


{кф একটি স্কেলার এবং ডানদিকে 2“ сі এরা Уш 


ও ৬, এ যথাক্রমে একটি যদ প্রাতচল 0591 ও একটি যদচচ্ছ সহচল ভেষ্টুরের 
айа ( ডানদিকের ) ভিতরের 


Е 
উপাধণ। яде, ভাগফল নিয়মান:যায়' প্রথম 

রাশাট অবশ্যই Аз, এর মত একটি টেন্সর ( অথাৎ V এ একাট সহচল ভেক্টর 
ও ৬, এ একটি afosa ভেক্টর )! М ভিতরের এই রাশাটিকে আমরা 


(1151) এর বখাদিকের রা' 


লিখতে পার - 

(%- | hl Aat 1] =) i ШЫ 
এখন ৫ এর দক (দিশা ) যদচ্ছ হওয়ার দরংন Үп এ © amia একট 
বাচ্ছ প্রতিল ভেষ্টরের উপাংশ ৷ অতএব (11517) এর 


in" а 82 (1-5 iv) 
а" — б а + 4 L] ^ е 
এই aii V, এ একটি দ্বিতীয় রুমের সহচল টেন্সরের উপাংশ і 7 5 
টেন্স্রকে 19; ॥ এইভাবে লেখা হয় এবং একে Vm এর সাপেক্ষে + 
টেন্পর-অন্তরকলজ (Tensor derivatives) বা সামান্যণকৃতশনহচল-অন্তর 
(Generalised covariant derivatives) বলা হয়! safe, 
j j x" j . дхЁ { 
Ау ә 944. 5৮ ) Matela } Ais о! (11°5у) 
20 


306 
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যেকোন টেন্সর 
উপাংশ যেমন Aig এর টেন্সর-অন্তরকলজগহুলি হল 


Айу; а = 8১৩ 5 { y 
a HS 8.) ৮5751 И } Aion 2 
х lj Bh 97০ 
{ Ал, 0X Š 
Ik Bj l 
8x< 


টেগ্সর অন্তর 
[কলনের ক্ষেত্রে দেখান 
u যোগফল 
গে রি যায়_ (1) কয়েকটি টেন্সরে 
р е Ет бичтн T আংশিক অন্তরকলনের পট 
কোন টেন্সর কেবল V, a, q ©?! 
ак Я т 2 এর সাপেক্ষে [едд তার 
র অন্তরকলজ ও সহচল অন্তরকলজ সমান হবে যেমন ся 
— A“; в = A“; p: 


13) V, ও ৬ 
m এর (9184 
শূন্য হবে। টস গল ($. এবং ৪ 
% এর) টেন্সর অন্তরকলজ 


উদাহরণ : v, এর মোটরক টেঞ্সরকে z 
কে Zab = g; Xia Х?в এইভাবে 


লেখা যায়। এখন 
g. 
BY $: 
£ রটে সর-অন্তরকলজ [নিলে তা শূন্য 
x হবে, সুতরাং, 


87 хы; ‚ху 
<; y Xp -+ g; 

= š r: ' 
অন:রূপভাবে ij Xe хь; » = 0 (15 vi) 

8% x: > ; 

š z * My + gij xip xy; 

‚Ан 824 
4 75) 870০5 F gy xi, ху, Tuy 

: Ja: в = 0 

সম йч САТ 

গ করে ত 
сеа | ЛЯ থেকে (11-5 vi) বিয়োগ করে পাই 
Bij xj, (xi | 
+ (хі; এ 
w ' э) P gij Xie (xš; B ; 
ha k ; p — Х?їр; 

u JX (Ayia — iai y) = 0 j | 

хш, _ 82 xš (115 vii) 

s 0x* дв af < টং 
E i } дх? ax? 
jk টি SN = Xip Ç 


অনুরূপভাবে xi; 
xip = хі 


Го ка 
Pa = хі; 
< ০৮০১ 91 
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AWIR, (11-5 vii) কে লেখা যায় gp ৮০; ৪5৮ = 01 
сай ú ki Xia; в Ҹа (7 = l, 2, n) একটি প্রাতচল ভে্রের 
উপদেশের গত: বিশিষ্ট ভেইরের সাথে A l xi, এগুলিকে Vm 
ë Сея এবং 2.৪ গুলিকে V, এর জদ্ব ভেক্টর এর 
ү বলা হয়। যাঁদ ета ভেটরের দিশায়, একক та ভেউরের উপাংশগলে 
হয়, তবে xi ৪ = bap Nt এইভাবে লেখা যারে! যেখানে 

в Ni এবং bap ATOAN I bap 07৫7) 
ই বারাক У, এর aga মৌলআকার (Second fundamental 
жы বলা হয়। V, খাদি mie ইউরিডায় দেশ হয় (৫ 3) এবং 
= 2 হলে, у, একটি 0911 (m = 2) ашаа জ্যামিতির আলোচনায় 


এই Wasa মৌলআকার বিশেষ প্রয়োজনীয় ! 


1118 

° রিমানীয় qS] (Riemannian curvature) : 

9 Жар ॥-মানিক রিমান'য় দেশে P (xi) একটি ia l P বিচ্দুতে 91 
1 Ж এই দুটি স্বাধীন একক ভে নেওয়া হল! এই ভে্টরহয়ের সাহায্য 

বন্দ তে অসংখ্য দিশা নির্ণয় করা যার এবং fongia দিকে ভেক্টর যাঁদ é 

тен তবে & = a! A, + a his = hes (A 1, 
খানে ал, a°) এর বিভিন্ন মানের জন্য £ দিশা নিণাঁত হবে। 

Г С কোন একটি & দিশার জন্য P বিন্দুতে অনন্যভাবে একটি [জিওডেসিক 
ওয়া যাবে। এইভাবে ñam দিশার জন্য জিওডাঁসকগঠুলি নিয়ে যে তলটি 


পাওয়া যাবে তাকে P Tante faaoti তল (geodesic surface) বলা হয়। 
š কারণ P 199409 


Sa famas ইউক্লিডীয় দেশে জিওডোসিক তল সমতল হবে? 

5 нн সরলরেখা )॥ যেহেতু (০৮০) এদের বিভিন্ন মানের জন্য 
' 'জওডোঁসক তলটি পাওয়া যায়, সুতরাং p Ña; ও ЇЙ К 

ESŠq л ও ১ এর জন্য S তলকে একটি теше দেশ ভাবা যার। এই 
ওডোগক তলের গ্রাউসণর বরুতাকে P বিগ্দুতে দশ্মাৰক দেশের famata 

Wa (Riemannian curvature) বলা হয়! 97909 S তলের, màs 


(«р 
পরের সাহায্যে, রিমানীর বরুতা নির্ণয় করা যায়! 


নি ; . 
“8 = bap азу Nš NJ = gij xt; 


орі 1, 251 I 
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пей দেশটিতে, Р মুলাবন্দ; সাপেক্ষে, রিমানায় গ্থানাঙক 5 নেওয়া 


a | ৫) 
হল। P (qes জিওডোঁসকগযীলর সমীকরণ হবে y: - (2), = যেখানে 
Р т 
P বিদ্দুতে 'জওডোসকের উপর একক স্পর্ণক ভেষ্টর РАК অতএব 
1জওডোসক তলের বিন্দ;গডলির গ্থানাঙ্ককে 


Е dyi › ২ ч 
к (Ths gis = ur Ai, + u? M, = uj Aij 
লিখতে পারি, যেখানে 1= 1,2, 3; uf = ajs, J = 1,21 
এখন, ৯ এর উপর মোকে ds? = ap dut du? ; (a, B= 12); 
এইভাবে লেখা যায় । ॥-মাত্রিক দেশে যাঁদ ৫৫ dyi dj ; (i j=l, 277 $ 


BET 
হয় তবে аар = gj оле Qua হবে। এখানে ৭,৪ aqa S তলের উপর 


їй, uè атр সাপেক্ষে মোট্রিক ঢেচ্সরের উপাংশ এবং gy গল গ-মান্রিক 
দেশে মোক টেন্সরের উপাংশ। 
উসীয় a 

S এর গা বক্তা যাঁদ k হয়, তবে k কে শুধুমাত্র ৫৪ к 
সাহায্যে নির্ণ'র করা সদ্ভব এবং К В, / a, যেখানে Runs (০ А 
%, 8 = 1,2) аза 5-а দেশের 'রিসানশীক্রস্টোফেল টেন্সরের x 
এবং Riza = Razı = — Rra = — Rah এবং অন্যান্য টা 

হু ЕЯ 

এবার আমরা Ai ॥, এবং габа দেশের রমান-কস্টোফেল টে 
Rijal এর সাহাযো /কে নির্ণয় করব। 


id 
SRA জানি ০৪ এর সাপেক্ষে সাপে 


` 7 এর 
. নটর এবং Zij 
i ২৯২৪ 
š { jk } এর Чэ নিয়ম হল-_ 
9 = 1] дуї әр) әу" ayi 271 
Г Tsu L gu аи? gu? T 80 див ән д“ 


= ай І ) дуї ду] Әу? 
"е J ow ди# ди” 


әј. m q 
| কারণ Әдиб = Me = ধ্রুবক б; уг? -0।] 1 


** gub 9и? 
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педа দেশাটর ৮ বিদ্দুতে যেহেতু у" 'িমানীয় BIF নেওয়া হয়েছে 


সুতরাং ৮ forzo { | ইত্যাঁদ শুন্য । অতএব P 1997505 
8 


а {А} {i} 


ы, P аре ও তলে ০4৪ সাপেক্ষে ক্রিস্টোফেলের 21909915491 শনন্য 
অতএব, P qS 


8 С 6 x 
R aa = aie Regis = al ad 22 121 21 H 


(11:67) 
( (10-1 iv) এর সাহায্যে ) (11:61) থেকে পাই _ 
অতএব, Р 'বদ্দুতে 
কারণ, 28% _ 98" ду" 


Om ду" ou 
ат Š টা |) = 0 
= т (вы К ] 48581 Im 3 


_ 08 м, Ma A” = 01 
ES ду" 


(11:61) নং এর таре! আমরা পাই_ 


৪ f < | а 1 І } বারে 
% ¿Í А} жий dams SS 


(167), (11:67), (11:6 iv) ব্যবহার করে_ 
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ina 9 1 Н 
Riza (4) = Аб, МА, Y 71581] ~ PÍ a} K 


A 1 р, 
= МА АВ, А, gi R (y) = АА Ak, АР, R 0) 
jkm умт 
(1 1:6 v) 


avi ду? я 
আবার যেহেতু а, в = 85 эх pa = &% №. Ав. AJAR 


a = an as — at = і, M, Àb, Ат, (ад 8jm — в, 8) (11:6 vi) 


(11:6 v) এবং (11:6 Yi) এর ডানাঁদকের রাশিগযীল নিশ্চল স্কেলার, স:তরাং 
এই সমাকরণগৃল sama দেশে sm IF তন্রের জন্যই সত্য হবে। 


অতএব রিমানায় ает 
К = <и Riam 98. Aja АВ, Ат, 1 (r6 vä) 


a At ША л; л, (Zik Ejim — Eim Zir) 


есер রা, 
(11.6) থেকে আমরা যে কোন ॥*মাত্রিক দেশের (üe টেন্সর 215,9 
বিন্দুতে її Аһ, А% одана সাপেক্ষে, Q দেশের fanata বতা 


20 
নির্ণয় করতে পারি। যে রিমানীয় দেশে এই রিমানায় বক্তা эра (K = 
তাকে সমতল দেশ (Flat Space) বলা হয়। 


afa মানায় বরুতা K কখনও X, x, ভেষ্টরদ্বয়ের উপর নভ'রশগল না হয় 
তবে স্পচ্টত (116 vii) থেকে পাই 
Кз» = K (giz Eim — 81,8) 


Жу ак | 
5 Rim = K, (д, 8m — 8% 831), যেখানে K, = x! 


অনদর,পভাবে —. Ко k = 
R 


K, 5 (Zim 81 — git Zim) 
tilh» m = К, m (Zit 8h — Zip gn) 1 
এই সমীকরণন্রয়কে যোগ করে এবং Rais অভেদ ব্যবহার করে পাই - 
K, (ih 8jm 8/% 83) + K, p (gim 8 — 81 jm) 
+K, m (g gj — ging) = 01 
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এই সমণীকরণকে gih দিয়ে গুণ করে এবং যোগ করে পাই_ 
(п — 2) Ejm К,; = (п — 2) g Куш! 


বা g; K, ; = 87 К.т ЯЙ n > 2881 
এই সম্বন্ধাট যেহেতু / এর эше মান 1, 2,.. n এর জন্য সত্য, ЯҢ 
K, ৯০৮ =0 বা К = ধ্ৰুবক ৷ অতএব আমরা পেলাম - “যদি 
মাক দেশের প্রতিটি বিন্দুতে রিমানায় ET А, 2% এর উপর নির্ভরশীল 
না হয়, তবে তা ধ্রুবক হবে।” এই উপপাদ্যকে щй উপপাদ্য (3০0৮ 
theorem) বলে । £ 


কোন দেশে K প্ুবক হলে তাকে বকুতাদ্ছির-দেশ (spaci of constąnt 


curvature) বলা হয়। 


অনুশীলনী 11 


з 2] (dx) হয় তবে দেখাও, 


1. যাঁদ ds? = (4৮) + [ (2) 
[জওডোঁসকের সমীকরণ: 
৫ নিয়া 


0225 0:১০ 252 ах 


2 ап (ау баз #9009)" 87 জিওডোঁদকের 91997 


নির্ণয় কর । 

3, хї =й сов, x = sn s= হলে, জিওডোসকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। : 

4, E, তে বেলন-স্থানাত্ক 90 ও গোলায় গ্থানাতক 9070 ভিওডোসকের 
সমীকরণ নির্ণয় কর। 


ахі dxi 

Атта থাকে। 
5. দেখাও যে, কোন জিওডোপিক l e ৮ 

s = ди? + 2812 dudy + @ হয়, তবে দেখাও যে, 
র স্থানাত্করেখার সমান্তরাল সরণ হয়। 
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7. যদি কোন জিওডেসিক বরাবর একাঁট tosga সমান্তরাল সরণ হয় 
তবে প্রমাণ কর যে ভে্টরাটি জিওডোঁসকের সাথে সর্বদা সমান কোণে নত থাকে। 
8. যাঁদ একটি জিৎডোঁসকের উপর বিন্দুগুলির xi দ্থানাত্কগাল 


জিওডোঁসকের দৈর্ঘ্য S এর অপেক্ষক হয় এবং যাঁদ %, xi aiaa অপেক্ষক হয় 
তবে দেখাও е 


লারা ала 
ах? та $, tel ds ds ... টিনা! y 
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9. Vm উপদেশে A যাঁদ c বক বরাবর সমান্তরাল হয়, তবে দেখাও যে 
Ai dř* 


s › as এর সাথে লদ্ব। 
(0 1, an; < = 1, 2,...m,`m < п) \ 


10. দেখাও - 


8% (Xi, ay Xi p + xi a xj, вз) + xi, এ Xj, p XÈ, ৪ a =0; 


(hi, k mil oy yi: © В, y = 1, 2,...m) 1 
11. প্রাতট г এর জন্য দেখাও - 


; " - A д ы 
Af, = xi, pu AB + ХРА? а; যেখানে Ai = £ о! 
(i = 1, 2,...n ` < B=1,2,...m 
12. দেখাও 
(i) xi; a xi, == 9X 


дх* › 
(ii) xi; «в = Xi, «в +Í Е ) X95 2৮75 ві 
ЧЕ = 1.2...n; <, B = 1, 2,...m) 


13. দেখাও যে বক্াস্থির দেশ ( K = де ) হল আইনস্টাইন দেশ এবং 
দেখাও যে সেই দেশে R Ка (1 —п) 1 


(কোন দেশে Rij = À g;; হলে, তাকে আইনস্টাইন দেশ বলে।) 


দ্বাদশ অধ্যায় 
) টেন্সরের প্রয়োগ 


গাঁণাতিক ите аил ও 21919140718 (Engineering) টেন্সরের প্রয়োগ 
অনেক ক্ষেত্রে বিশেষ 1441999 | ভৌত 'বজ্ঞানের নিয়মগনাীল যেহেতু TSA 
দলকে গাণাতক পারভাষায় প্রকাশ করলে তা 


নরপেক্ষ। সুতরাং সেই TRAIN 
দ্থানাগক-তন্ম নিরপেক্ষ হবে। আমরা জানি টেন্সর সমীকরণ. ATAA I 


তাই ffos ভৌত সামগ্রী বা ধর্ম টেন্সরের দ্বারা প্রকাণযোগ্য এবং তাদের 
দনয়মাবলগী টেগ্সর-সমণকরণের সাহায্যে সংজ্ঞায়িত করা যার 1 পর্বের অধ্যায় 
গীলতে আমরা জ্যামাত ও বলাবিদ্যায় টেঃসরের fgg; প্রয়োগ দেখোঁছ ৷ কোন 


ভেই্টরকে প্রথম ক্রমের бела বলা যায় এবং এই প্তকের প্রথম পাঁরচ্ছেদের 
ভেক্টর কলনাঁবদ্যা বিষয়ক хий টেন্সরের সাহায্যে লেখা যায়। ভৌত 
বিজ্ঞানে ভেক্টর ছাড়াও এমন গছ; রাশ আছে যারা 029918 অথবা প্রথম ক্রমের 
টেষ্সর নয় বরং একাধিক ক্রমের бея! এই অধ্যায়ে আমরা টেন্সরের কয়েকাট 


উল্লেখমোগ্য প্রয়োগ দেখব। 
121 অন্তত মাধ্যমের গণিত 
medium) : 
এখানে সন্তত মাধ্যম যথা РОР 4944 ( 
(mechanics) fe; প্রার্থাগক বিষয় সংক্ষেপে আলোচনা করা হবে। 
121 (А) বিরুতি টেন্সর (Strain tensor) : 


a কণাগ:লিকে একটি emis দেশের স্থানাঙ্ক 
aafe, মানিক Seiso 


д Р বিন্দুর স্থানাক ! সময়ে 


(Mathematics of Continuous 


Elastic body) 4914019 


মনেকাঁর কোন 795 49; 
তন্বের মাধ্যমে কোন 559° প্রকাশ করা হল। 


দেশের à Repna সাপেক্ষে ব্তুটির ভিতরের বো 


` 
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হল (0, ৪৯ хз) । কিছুক্ষণ পরে agia বিকাতির দরুন কণাগযীলর সরণ 
ЧА! মনেকার বিকাতর পর IS অন্য একটি Ж-да সাপেক্ষে প্রকাশ 
করা হল। অর্থাৎ, 


সময়ের সাপেক্ষে ғр গাঁতকে (motion) দ্থানাগক তন্রের 
পঃপান্তরের সাহায্যে প্রকাশ করা হচ্ছে। P বিদ্দুটি যাঁদ Р বিন্দুতে যায় তবে 
ধার Хәта সাপেক্ষে P বিদ্দুর গ্থানাঙক (л, дз, »9। ядели বন্তুর 
গাঁতকে দ্থানাত্কের রংপান্তর যেমন — Ri = si; (x х2, х8), ({ = 1, 2, 3) | 
দিয়ে প্রকাশ করা গেল যাতে এই রূপান্তরের Tasta রূপান্তর xi = xi (#1, 
25, 80) থাকে। 


এখানে X ও সু তকে সাধারণ 
এই ধরণের র্‌ 


ভাবে абаа еп ধরা যায়! 
পান্তর প্রাতাটি বন্তুকণার জন্য প্রযোজা। 


মনেকার কাতর оса চ এর নিকটবতা হ বিন্দুর স্থানাঙ্ক (ক + 43) 
এবং বিকীতির পর Q বিদ্দুটি P এর নিকটবতা Q বিন্দুতে যায়, যার mes 


(xi + dxi), (i= 1, 2 3) I এখন ' РО | ds = 8% dzi 487 এবং 
| PQI? = dt = gi; dxi dxi | 


ও 
যেখানে £% ও e; হল যথাক্রমে X 
Х অন্যের йй tetan উপাংশ । 


`. 4%— ds — 


[z = Zag s 55) dxi dx: 


97) 

x ӨлВ _ "E 
кыба, ) ава 
যেহেতু 45°, 


উপাংশ, 


4 
ds? asia স্কলার এবং dxi, dzi এগঢ়ল প্রাতচল ropa 
ӨК ভাথফল gam উপরের aeania ডানদিকের 
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বল্ধনগর ভিতরের পদগুলি দ্বিতীয় ক্রমের সহচল টেন্সরের উপাংশ হবে। এই 
সহচল টেন্সর গুলির সাহায্য বস্তুর বিকৃতি টেন্সরের সা দে ST 


যেমন = 
ч samo k: =, x< 8x5 ТЕ 
БИКЕ $ (в — Bas 5 ©) 1217 
š a аха f ৮ 
Ер = 3 5 r у ) (12-1 ii) 


দেশের m তল্ল নয়, 


жөп в, ও ৪ গুল যথারমে X ও X ega একই মোক টেন্দরের S° 
নয়। Sase ds? — ds = 2 gi: хі dxi = 28; dxi dzi y এথানে, 
eij বা Б, абара fagio টেন্সরের উপাংশ বলা হয়! এগুলির ছারা কির 
আকার ও আয়তনের পারবর্তনকে জানা যায়! %/ А হিল 
talde টেন্সরের সাপেক্ষে বিকৃতি টেন্সরের উপাংশ ! অনুরূপে Еу গলে হন 

সহজেই দেখান মায় বিকৃতি 00974 


এখানে মনেরাখা দরকার X ও Xea যেহেতু একই 


8; সাপেক্ষে বিকৃতি টেন্সরেয় উপাংশ! 
প্রাতসম | 


А সন্তত মাধ্যমের গাঁণতে বিভিন্ন 
কাত (бәла (strain tensor) হিসাবে ব্যব 


লাখত দুই ধরনের দ্থানাঙক ga বিশেষ সাবধান 
রের অবস্থাকে একই 


(i) arga প্রাথমিক অবস্থা ও বিকৃতির °! _ _ 5; কিন্তু একই 
প্রকাশ тарал এখানে хе ў єт সমান 847 = g 90 
н টেন্সর হল 
ভদ্র সাপেক্ষে P ও P বিন্দুর স্থানাঙ্ক беп, хі Z zil RPE 
: д8“ 25) 
єр =} (8, — ба» эх 9х2) ' 


2 (Н) 'িকাতর পর বস্তুর অবস্থাকে аа মান প্রার্থামক অবস্থায় যে 
য় যাতে P বিন্দুর (ХЬ x°, X 


E fer ছিল তার দ্ছানাণ্রের সমান 


БМ. x 8 xi ; l সুতরাং 
Хх? Ri рш এক্ষেত্রে 750: 42 
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Bj = Ф(шу— gi) = ej হবে। 


এখানে, বঙ্তুটর বিকাঁতির দরুন P বিন্দু P তে যাচ্ছে এবং এদের স্থানাঙক সমান 


থাকছে, কিন্তু স্থানাঙ্ক-তন্দের পাঁরবর্তন হচ্ছে, এবং এর জন্য (їй টেন্সরের 
যে পরিবর্তন হয় তাই বিকৃতি টেন্সর। 


799 মাধ্যয়ের গাঁণতের পরবর্তী আলোচনার ক্ষেত্রে আমরা এই Weña 
ধরনের OA ধরে নেব। 


এবার আমরা বিকৃতি টে্সরের উপাংশ গঢ়লকে বস্তুকণার সরণের সাপেক্ষে 
গ্রকাশ করব। মনে কার বিকৃতির দরুন P বিদ্দুর সরণ PE = u 1 uú এর 
প্রাতচল উপাংশগযল X ও X Ga যথারুমে ui ও gi হলে u = Giai 


হবে। যেখানে a; ও b; (i = 1,2, 3) গলি হল যথাক্রমে X ও Хе 
মৌলক ভেষ্টর u এন সহচল ©зге] и, & ছলে u — g; ai = uj b, 


Ч ае bt গান X: вх তন্ৰে বিপরীত মৌলিক сәда । এখন 


= üi D; 


8 = aiaj, Zij = bi. bj, ai, aj = 8, bi. b; 7651 


যাঁদ P e বিন্দুর অবস্থান ভেষ্টর যথাক্রমে r, ও r হয় তবে 


u=r-—r a; = 9! _ дг ди ~ дч 
ОЖ ыа ôx gxi 8১৯ i= gxi? 


C 225 = gç - g; = b; «bj — ai. aj 


II 


‚ ди ðu ðu да 
b;. Әх +b. = — 


ðxi xi ` Jxj 


bi supaj bh by uns bh Ups bh ub; by, 


3 S = upi bt = uh, bi) 


из + upi иы iuh, j, (° bi. bj = 8i) (12177) 


আবার যেহেতু bi = a, + 9, йт 
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ди ‚ дч 
2; = (+ 25) (5 4 95) =a; a; 


ди ди ди 
axit оті" әх) 


[| 
| 
ч 
| 


or aj. dp, at + aj 272 а” е üh, зар. Üp j al 
= isj + Bp i+ Gh, i 2১9) 
(12111) 9, 


(12-1 iv) 
ও? এর সাপেক্ষে বিকৃতি টেন্সরকে সরণের মাধ্যমে প্রকাশ করা 


হল এবং (1311) এ g এর সাপেক্ষে সরণের মাধ্যমে ipio елап প্রকাশ 


করা হল। সরণ জানা থাকলে এই সমীকরণের সাহায্যে বিকৃতি টেন্সর জানা 
যাবে। 


বিকৃতি Шел যেহেতু afons, TAR с, এর মোট ছয়টি স্বাধীন উপাংশ 
আছে এবং এহ ছয়টি উপাংশ জানা থাকলে (1271 ñi) অথবা (12-1 iv) থেকে 
Aaa নির্ণয়ের জন্য মোট ছরটি সমীকরণ পাওয়া যাবে। কিন্তু и; এর সংখ্যা 
তিন এবং এই তিনটি উপাংশ Taq 84 জন্য যেহেতু ছয়টি সমীকরণ আছে, 
ASAR sç এর ছয়টি উপাংশ নিম্চয়ই IR হতে পারেনা। অর্থ, বস্তুর 
প্রকৃত বিক্বৃতর জন্য єр গুলি অন্য কোন শর্ত সিদ্ধ করবে। এই শতকে 
সামঞ্জস্য শত* (Compatibility conditions) বলে 1 আমরা জান 'বিকাতির 
ЭА ও পরে যে দেশে gi বা & নির্ণয় করা হয়েছ তারা ত্রিমাত্রিক ইডীক্লাডয় 
দেশ। সংতরাং gç ও 81 এর সাপেক্ষে রিমানশক্রিস্টোফেলের টেচ্সর গাল 
অবশ্যই мяу | সুতরাং; 


0 [ji i д Uk, i] 
R<; РА 9 LH, ШЕ о 


дхё 9৮ 

< : Ns 
|] [il <J) — i } [ik, <] = 0 
| (৪% এর সাপেক্ষে ) (12-1 у) 


এখন, যেহেতু Zy = gij — 2 siJ (12°1 vi) 
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সুতরাং, (12:19) এ (121 i) বাঁয়ে এবং gy ও ey এর সাপেক্ষে রিমান- 
ক্রিস্টোফেল টেন্সর ব্যবহার করে এবং শেষে g; সাপেক্ষে R; MIAR ЭЯ) 
ধরে, আমরা পাই 


ейш + 8*P (218 еп — елв Cipa) = 0 (12-1 vii) 
GAUA еы = Sih ip + ыл — еры _ 94, % ; 
ей = Eip j + Eph £ — €p 71 


(1271 vii) সমীকরণগাল হল সামঞ্জস্য শত | 


121 (B) অন্তত মাধ্যমে পীড়ন টেন্সার (Stvess tensor in а 


continuous medium) 2 


আমরা এখানে EE E 


ARII থাকে তবে কচ্তুর ভিতরে ffon বিন্দুতে যে পাঁড়ন (Siress) হয়, 
তাকে একটি দ্বিতীয় да টে্সরের সাহায্যে প্রকাশ করা বায়। 


মনেবার বিকৃতির পর বস্তির ভিতরের কোন P বিন্দুতে একটি ক্ষুদ্র ব্ুতল 
dS নেওয়া হল এবং P' এর নিকটবত Р বিন্দুতে qars етй dsi (৫ = 1, 
2১3)। dS তল এবং dS; তলগ্ল দ্বারা আবদ্ধ অঞ্চলাট মনেকাঁর dV, যা Q 
বস্তু ভিতরে অবস্থিত। 45; wisa তলের জন্য dS; = ni dS হবে, যেখানে 


т হল dS তলের একক а ভেক্টর N এর সহচল উপাংশ॥ N = nibi, 
li = 1, 2, 3) 


মনেকার 45 তলের উপর পাঁড়ন ভেষ্টর ( স্পন্টভঃ N এর উপর 
নিভ'রশীল ) এবং 45; এর উপর পাঁড়ন ভেইর Т1 এখন С ভেষ্টরের 
ДӨП Їй যাঁদ zU (/ = 1, 2, 3) হয়, ভবে আমরা লিখতে পারি 


4 б f 
1 = 796), যেখানে 45; এর বাহলদ্বের দিকে T এর দিশা ধনাত্বক 
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ধরা হয়েছে। এখন মনেকাঁর বস্তুর ভিতর প্রতি একক আয়তনের জন্য প্রান্ত 
বল F = Fibil সংতরাং, ФУ অঞ্চলের সাম্যাবন্থার শর্তট হল 


F dV 489 + '[ dS; = 0 (12-1 viii) 


N এ N » 
এখন Т এর উপাংশগুলি যদ T° হয় তবে T = Ti bii আমরা 
আরও লিখতে পার ФУ = k dS, যেখানে Kk হল কোন দৈথেণর মানা 
একটি রাশি। অতএব (12-1 viii) কে লেখা যায় 


Fi b; k dS + Tj b; dS = т9 bj ni dS = 01 


এখন N এর 'দিশাকে একই রকম রেখে P' fonga P এর দিকে যাঁদ নিয়ে 
যাওয়া হয় তবে k0 হবে এবং বচ্তুটি আন্দ্ধ হলে (closed) উপরের 
সমীকরণের প্রথম পদটি শুনা হবে এবং তখন আমরা পাব-_. 
Т7 = тў (12-1 іх) 
(1271 іх) এ যেহেতু T হল প্রাতিচল ভেষ্টরের উপাংশ এবং ni হল যদচ্ছ 
সহচল ভেষ্টরের উপাংশ, men ভাগফল নিয়মানুযায়ী zÜ asiq একটি 
faota করমের afosa টেন্সরের উপাংশ হবে ॥ এই টেন্সরের সাহাযো পাঁড়ন Ti 
জানা যায় এবং এই টেন্সরকে (Gq ЯЯ (Stress tensor) বলে। দেখান 
যায় যে, এই পাঁড়ন ঢেন্সরও প্রাতসম 1 


101 (С) অন্তত মাধ্যমের লাম্যাবস্থার সমীকরণ :— 

টেন্সর কলন প্রয়োগ করে সন্তত মাধামের সাম্যাবন্থার সমীকরণ নির্ণয় করা 
যায়। যেমন - 

মনেকরি ле ppa উপর প্রতি একক আয়তনে 21859 491 যার দ্বারা 
A সাম্যাবস্থায় আাছে। সূতরাং gia ভিতরে S তলদ্বারা আবদ্ধ কোন 

অঞ্চলের উপর дер ета লব্ধি শূন্য হবে ; অর্থৎ যে কোন amas দিকে এই 
খলগনালর উপাংশের যোগফল শূন্য হবে । অতএব আমরা লিখতে পারি - 


{ Ег ау + f Tid: dS = 0, 
s 
যেখানে Ài যে কোন ঘদচচ্ছ একক ভেক্টর 
"> | Fi dV + f zü nj dS = 0 
s 
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বা ТАЕ + (rifa) j] ау = 0 
[ *" ডাইভারজেন্স উপপাদ্যের সাহায্যে 
{ тб inj dS = { т ijj dV ] 


বা { (Е + т, ) мау = 0 (т у= 0) 


এই সমীকরণাট সমন্ত А; এর জন্য সত্য। সুতরাং 
Fi + zü, ; = 0 (121 х) 
এই সমীকরণাট হল tata সাম্যাবন্থার সমীকরণ | 


12:2 আপেক্ষিকত। (Relativity) : 


সাধারণত Tamlas ইউরিভায় দেশের সাপেক্ষ বলবিদ্যার (mechanics) 
আলোচনা করা হয়। fantas ইউক্লিডীয় দেশে দুটি арзад যাঁদ পরস্পরের 
সাপেক্ষে সমবেগে ( বলের প্রয়োগ ছাড়া গাঁতশশীল হয় তবে স্থান।ওক әпи 
ভাঢ্য ত্য (innertial frame) বলা হয়। দুটি їе бун Y ও Y-a 
যাঁদ কোন কণাকে qataq (у, 22, ০৯) এবং (gt, 92, 92) গ্থানাঙক দ্বারা 
"009 কার তবে দ্থানাগ্কের রূপান্তর সমীকরণ গল হবে yi = yi + vit, 
@ = 1,2,3), যেখানে Y em, ү তন্দের সাপেক্ষে vi সমবেগে গতিণীল ! 
ЖЕФ এই রূগান্তরকে গ্যাললীয় রুপান্তর (Galilean transformation) 
বলা হয়। গ্যালিলয় чуо ধরা হয় যেঃ_ সময় / এবং কণার ভর m 


masentaa আপোক্ষিক বেগের উপর নি'রশীল নয়। Y oY eua বণাটির 
т saM বণাটির উপর প্রবৃত্ত বলের উপাংশগডল (Fi) দুটি তন্দেই 
ই ধার 00 হবে। অতএব яав জা әнд апы রূপান্তরের 
জন্য নিউটনের faota ех: একরূপ থাকে। 901151208 রূপান্তরের জনা 
Y ও Y соп কণার গতিবেগ ui 
স,তরাং % ш 


= ái হবে। я; 


ও й এর সম্পক হল иі = йі + ৮% 
! অই যে সন্ত ভৌত ঘটনাবলী জাগতঙ্দের গাঁতবেগের 
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উপর নিভ'রশীল, তাদের ভৌত নিয়মাবলী সমন্ত জাগ্যতল্রে একরূপ হবে ATI 
যেমন-- তঁড়ং গাতবিদ্যার (Electro-dynamics) ম্যাক্সওয়েলের адеет, 
গ্যলিলীয় রূপান্তরের জন্য বিভিন্ন SA একরুপ থাকে না। 


বৈজ্ঞানিক আইনস্টাইন ১৯০৫ সালে ভৌত ঘটনা ব্যাখ্যা প্রসঙ্গে দুটি স্বীকার 
উল্লেখ করেন, যথা-_ 


(1) ভৌত নিয়মাবল? ও omga 388 জাঙ্যতচ্দে একরুপ থাকে। 
(2) sZ দেশের (free space) সন্ত aoga আলোর গাঁতবেগ সমান। 


এই IRR“ (postulates) অনুযায়ী, সময় কে সমন্ত Qn সমান ধরা 
খায় না। অথাৎ কোন ঘটনাকে WWS গেলে সময় / কে একটি স্থানাঙ্কের মত 
ভাবতে হবে। আইনস্টাইনের আপোক্ষকতাবাদে, কোন ঘটনাকে (event) 
D", ১৯ ১৯ 1) এই চারটি স্থানাচ্কের দারা প্রকাশ করা হয়। অন্য জাঢা ত্য 
Y-a একই ঘটনা ( 71, 9% 9% 1) এইভাবে লেখা যান্ন। দেখান যায়, এই 
Palias দেশে Y ও Y рпа রুপান্তর নিয়ম হল 


= Yd Bl 
ыл =p উন, ০] 


(1223) 


৪ =; //1 В, B=v/c, c= আলোর গাতবেগ এবং 


সমানে Үлә, үл সাপেক্ষে v (вае) বেগে У ew বরাবর 
ai 


এই রূপাস্তরকে আইনস্টাইন"লোরেঞ্জ রূপান্তর বা লোরেঞ্জ রূপান্তর বলা 
! দেখান যায় যে বিভন্ন তন্ন্রের মধ্যে সপ্ত লোরেঞ্জ রূপান্তরের সেটটি 
«чб ЧЭ (group): প্রমাণ করা যায় যে লোরেঞ্জ রূপান্তরের জন্য 
I =e йз _ È dyidy এই রাশিটি একটি স্কেলার আবিচল। যাঁদ 


t=1 
Kua স্থানাঙ্কগযাল 23 JANE Vi না হয়ে কোন বক্ররোখক 
Tg yi ইয়, যেখানে ১ = ১7 ( wi, ah ü = 1, 2,3) তবে 
2] 
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лн з дућ дућ. 


= сїйї — gij dxi ах) হবে, যেখানে gij = Z эх 8 ' 


= 1231 
ds? সেফলারাটিকে, ds? = aij dxi ахі, (i, j = 1, 2, 3, 4) 5 এইভাবে লেখা 
যার, যেখানে x< = ct, ац = 1, qa = 0 যখন і = 1, 2,35 এবং 
ай = — gip (৮ ј = 1, 2, 3)1 লোরেঞ্জ রূপান্তরের জন্য, БӨ 
(л, x°, 28, xt) ви এই ds? হল চতুমাৱক দেশের মোন্রিক। 


এবার আমরা লোরেঞ্ রঃপান্তরের সাপেক্ষে বলবিদ্যার নিয়মগুল mQ 
করব। 


মনেকার Хш কোন р Р: (x1, x, x3), т সময়ে v বেগে 
গাঁতশীল। আমরা একটি X ভদ্র এমন ভাবে নিলাম যাতে Хэй AUUT 
f সময়ে X তন্নের বেগ у হয়। 
(m, 8৫ 


সুতরাং যে কোন সময় / তে, P এর 
› ৯) ছ্ানাঙ্ক Хер একই থাকবে কারণ এই opa বণাটির 
"Р! এখন লোরেঞ্জের রূপান্তরের জন্য _ 

ds? ৫8412 — 84 dxi dx? ; (i, j = 1, 2, 3), 

й 

Ай ॥ এর মান» হয় তবে и = g Z 0 অতএব 

ds — বাট 

qr ০৭+/। уе = суі — В, যেখানে B= vle 1 


2 d 
যেহেতু *-তন্দে কণাটির গাঁতবেগ শূন্য, সুতরাং о = ৫ হবে। 


opf Xea মিনকাউসাঁকর বেগের সংজ্ঞা (Minkowski velocity) 


4 dxi 
হল и ш; (ü= 1, 2, 3, 4), এবং মিনকাউসাকর ভরবেগের AEN 
হল рі = m“ i 3 = қаза 
° ds (1, 25354); যেখানে ০ = ধ্রুবক 
ui = x: qt у 
5 2 
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; — dx: 
বেখানে = у = এর Sen (i = 1,42, 3), 


исса n t : 
টার ds мі w | ৫২ 


এইভাবে pi = тош} = ME me PETC m i 
তরিকত © ”, 


যেখানে т == ৫-৮২9 


6. то 
ч М — w [с 
গমনকাউসাঁকর ত্বরণের SNN TA হল — 


_ 844 _ dxi i = dx? 
уі = প্র 87 Xi, = 2,3,4! (12280) 


= т 


যাঁদ Xona কার্তিক Y-esa sia তবে সেখানে দ্বরণের উপাংশ_ 
হর аг) а 
ds? dt ds ds 


pa (4 w) _!4 ФУ, (=1,2 3) (1220) 


-o ur No d с dt? 
5 E নো 45০01 
ds? ds \ds с dr? e dt? 


Будаа দেশে ?গনকাউসাঁকর বলের সংজ্ঞা হল — 


pa ы лл) 

Fi Šs ° (i 1, 2, > )1 

уй" èf m ё 

5 Fi = কাজ К (л = vf e a) 
(= 1,2, 3, 4) \ 
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নিক Б ахі 
বা е1 уа চস (৮9), 


«মী, ( = 1, 2,3, 4) | 


= ЕЯ 1 $ zi 
зәрб: Херд В তে (%-@ у! (= у= 0) 
যদি Хонор чечер Y ধার, তবে ( (122 iv) ব্যবহায় করে ) 
A, হা Ñ - 
ই সক s у, Q= УЧЫ uay 


এই সমাঁকরণটি হল, নিউটনের Boa “ЯДА সমীকরণ । সুতরাং mo কৈ, 
স-তজ্রে বস্তুকণাটির ভর বলা যায়। আবার এই (12:2 v) সমগীকরণটি যেহেতু 


СӘЛА সমীবরণ, সুতরাং যে কোন Хор (যেখানে কণাটির বেগ শুনা ) 
নিউটনের afora হবে 


F = тоў 


যাঁদ *-তন্রাট, কোন Хаа সাপেক্ষে v বেগে গাতশগল হয় তবে স-তন্য 
নিউটনের aiora হবে _ 


ЕЕЕ, 


Уру [о pin 


Uo. aew T) (12:2 vi) 
БП МЛ — ye dt 


মনেকরি fanfar দেশে X-er কার্তির Чеп! আমরা জানি নিউটনের 


é, 
বলবিদ্যা saam; 1 বলের দরুন কোন কণার dxi সরণের জন্য POTA 


(Work) হল, গাঁতশান্তর (К) পাঁরবর্ত'নের সমান। অতএব Tama দেশে 


p 
К-К, = Í Б; ах 
P. 


n 


আপোক্ষিকতা তত্ব অনঃযারণ, মনেকারি গাঁতশন্তির সংজ্ঞা হল 


K = | ° Мі w J e F;dxi, G = 1,2,3,4)1 
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টেঞ্সরের গ্ররোগ 
Р 
K - 7 
= mo | Л JIE yz | с? dxi 
Po 
t 
ч. dvi око 2 : u vt |d 
з mf [ж М1—уї/с? dt dt \ y ус A ] г 
10 


feg vi KA = viv = w =p, যেখানে e= ৮/০৪ 


dndn _ ¿di - ০৪ 48 

оге елар 
তিক, 
L (==) = т \т=р (1 Bf а: 


= er [ep В — vl mi КЕ, a J 


10 


p 
2 d ВАН 
Зу РЕ баа ci dt = т “a | (782৯5 


to 


Po 
: P = 
== mb e° [л উট] Гы 
о 


যাঁদ ধার যে Р, বিদ্দুতে В = 0 হলে K = 0 হয়; তবে (12'2 vii) থেকে 


৪ 2 
MoC s saipe = MA —¿ hoe 1 
В? 


УТ | 
সুতরাং Xora কণাটির m ভর K এর উপর নির্ভরশীল 1 


ম্যাকসওয়েলের সমীকরণ 2— 
এবার আমরা, তীড-চুদ্বকীয় ক্ষেত্রের ম্যাকসওয়েলের সমীকরণ গদালকে, 


টেন্সর সমীকরণে প্রকাশ করব ! 
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ЯО! (free 528০০) ম্যাকসওয়েলের নমীকরণগুলি কোন X-তন্মে হল 
( anias দেশে ) £_ 


diyE=0, div H = 0, 


: 1 ән LE, 
০ TE 2 তি? 
EBALI 2 viii) 
যেখানে E = — c ar — 818 ф; Н = culA (12:2 ү 
Е E 1 аА ir 1 2% 
ў VA о ә = 0 এবং 071 от. 
(122 ix) 


Smif দেশে কোন ЧЇЧ Xea মনেকার একটি সহচল ভেষ্টরের 
Seia হল % (= 1, 2, 3, 4), যেখানে ф = А, ф = А» 


фа = As, фФ = – фі ( এখানে А; গল মাতক দেশে aioa Ө? 
А ভেষ্টরের উপাংশ । ) ] 


TAN রূপান্তরের জন্য আমরা জাঁন__ 
d = сїйї (dae — (9х2): — (dx5)2 
= Aug dx* dxb, (৫5 ct) 
এবং সহজেই দেখান যায় যে লোরেঞ্জ রূপান্তরের জন্য 
9 А; 


Ai QA; 1 Ai { ; 
(Əx1)° + Аг [Ор -H (эбе = হে с = 0, (і же; 2› 3) Й 


2% 8 h Ë 
ৰং 92% 1 9% 
(ox t (8227 8৯87 — ot 


ЖЯ фі গাল (1 = 1, 2, 3,4), (10:2 ix) সমীকরণ সিদ্ধ করে। 


এখন একাট দ্বিতীয় ক্রমের সহচল (беда উপাংশ F; এমনভাবে নেওরা 
হল ঘাতে_ 


= () 1 


Ба = фр фр 0 TE 
1] $b; pasa saa 55 হয়? (27 = 1, 2,3, gA 
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সুতরাং আমরা পাই 
Fa = — Fa = —Hs;, , Fs = — Еш = Нз, 


A 
Fis =F = 006 06 = E 
Fa = — Ез = — Ну, Fu = — Fe = — Ess 
Fu = — Fa = — Ез, Fu = [22 = Ез = Fa = 01 


Fy যেহেতু বিপ্রতিসম টেন্সর, সুতরাং 
91777 


F; ; 
ОРИ ү ЭРК ахы р 


Fij 77 77, it Fyi j = gx টি Әх] 


8F;; F; Еһ; DA 
এখন, бл + ছি + OH = 0 লমীকরণকে যাঁদ (ij k=l, 2, 3,4) 


বিস্তারিত লাখ, তবে পাই- 


1 əH 


০৪] = — дг এবং div H = 0, 


সুতরাং Fy, Fins + Frij = 0 এই সমসকরণাট লোরেঞ্জ রূপান্তরের 
জন্য ম্যাক্সওয়েলের দুটি সমীকরণকে প্রকাশ করে । 


আবার মনেকার ЕУ asia চতুর্মা্ক দেখে একটি দ্বিতীয় রুমের প্রাতচল 
টে্সরের উপাংশ, যেখানে Fü = ait af! Бы! 


TAR কার্তিয়-তন্রে 
Fi = = শত Hy, ০৩০৯১ 
ви Fu с Е, Е = — Е? = — H: 
Б = — ре = B,, Е = চি = Ваз 


Еп = F28 = P3 = F“ =01 
এখন Fij, ; = 0 সমীকরণকে дїй কাঁত়-তল্রে লিখি তবে গাই 


21 = (5) 15 2324) 
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এবং একে বিস্তারিত লিখলে আমরা পাই 
1 əE q 
= ২২৯২ ° F = 
curl H নি, diy = 01 


TOR ЕЎ,; = 0 সমীকরণটি ম্যাক্সওয়েলের অপর দুটি amea সৃচিত 
করে। 


অতএব, লোরেপ্জা রূপান্তরের সাপেক্ষে, চতুর্মা্রক দেশে ম্যাকসওয়েলের 
সমাঁকরণগডলি হল 
Fi, a + Fimi 4 ৮৮৯) = 0 এবং Fij,/=0; 


যেখানে, Fj = ф, i= jiis Fij = nih ail Ері 


পরিভাষা! 
(ইংরাজী থেকে বাংল! ) 


A 

Absolute Tensor— #99 0584 
Acceleration— 94 
Admissible— হা 

» system— ,, a 

»› transformation— ,, রূপান্তর 
» মান 
Alternating tensor—একান্তর (894 
Angular momentum- কৌণক 


» Value— 


ভরবেগ 
Arbitrary— যদচ্ছ 
41০-চাপ 
Associated tensor— সহযোগী 
টেন্নর 


B 
Base vector—iag ভেক্টর 
Вїпогша1—Їд®4 
Boundary—সমানা 

с 
Calculus—কলনাবদ্যা 
Calculus of variation— ভেদ- 

কলনাবদ্যা 
Cartesiun— কাত 
Cartesian rectangular _লদ্ব” 
কাৰ্তিয় 


Cartesian system of axes— 
কাতিক় অক্ষতম্ম 

Christoffels’ symbol of first 

(second) 100- ক্িস্টোফেলের প্রথম 


(দ্বিতীয়) শ্রেণীর প্রতীক 
01190190191, সার্কুলেশন বা 149 
সমাকল 


Closed interval— বদ্ধ-অন্তরাল 
Closed сигуе—49 ФТ 
Соѓасіог—я5-;91% 
Commutative law— fafana নিয়ম 
Compatibility condition— ` 
সামঞ্জস্য শর্ত 
Column—8% 
Component— উপাংশ 
Constant— বক 
Constant йігесіоп ধুুবশীদক 
Constant magnitude— gz মান 
Constant уесїог—& 4 ভেক্টর 
Conjugate {en501--অন;বন্ধী 
TrA 
Continuity- AI 
Continuous— AgS 
Continuousemedium— AgS 
মাধ্যম 
001061991017--নংকো ডন 
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Contravariant প্রতিচল 
Contravariant law— প্রাতিল-নিয়ম 
Coordinate system— গ্ানাগুক তন্ৰ 
Coordinate—ানাত্ক 
Covariant— সহচল 

Covariant 18%/-_সহচল নিয়ম 
Covariant derivative—স্হচল 


অন্তরকলজ 
Corresponding অনুস্গী 


Cross [80181 তির্যক 
Curvature—qgər 
Curvature tensor— বক্তা টেন্সর 
Сигуе— ФП 
Curl— কাল 
Curvilinear— বকরৈখিক 
Cylinder— বেলন 
Cylindricalscoordinate— বেলন 
স্থানাঙ্ক 
D 
Definite integral~ সমত সমাকল 


199:1%9119৩-_অন্তরকলজ 
Determinant--Eক 


Differentiability—wরকলন- 
যোগ্যতা 


Differentiable— অন্তরকলন যোগ্য 
Differential— অন্তরকল 


Differential coefficient— অন্তর- 
কলনাত্ক 

Differential equation—অন্তরকল- 
সমীকরণ 


ভেক্টর কলনাবদ্যা ও টে্সর 


Differential geometry— আন্তরকল- 
জ্যামাত 
Differential operator— অন্তরকল- 
প্রকারক 
Differentiation—অন্তরকলন 
Dimension— মান্রা 
Dimensional— গান্িক 
Direction cosine— কোলাইন-দিগাত্ক 
Directional derivative— ng} 
অন্তরকলজ 
Displacement—-সরণ 
1)178০0০০-_ডাইভারজেন্স 
Double integral— দ্বি-সমাকল 


Е 
Electro-dynamics— তাঁড়ৎ গাঁতাঁবদ্যা 
Electromotive force তীঁড়চ্চালক 

বল 

Element— উপাদান 
ЕШрѕе— Bপবৃত্ত 
Ellipsoid— উপবূত্তক 
Euclidian space— 5919019 দেশ 
Еүеп—а;д 
Event— ঘটনা 
Extremum (Extermal)— 543 

F 
৮11-99০০__সমতল-দেশ 
Free-space- মযন্তদেশ 
Force—ąñ 
Function— অপ্ক্ষেক 


পরিভাষা 


Function of several variables— 


বহচল-বিশিষ্ট অপেক্ষক Indefinite integral আনিদ্দিট 


Fundamental 1011--মৌলিক 


আকার 
Fundamental tensor—োলক 
টেঞ্সর 
G 
Gausian curvature—sT8s3g 


বরতা 
9909:211590101- সামান্যপকরণ 
ও০০৫০১1০--জওড়েসিক 
Geodesic ০০০:৫101০-_1জওডোঁসক 


স্থানাঙ্ক 
0720190/--গ্রোডয্লেন্ট, নাত 


Great circle—ণরবৃত্ত 
Group— gin 
H 
Harmonic- হারমোনিক 
» Equation— „ সমীকরণ 
» Function— ,, আগেক্ষক 
{ НурегЬо!а—* 


I 
[ncrement—$a 
Induced transformation—onfasè 
রূপান্তর 
Inner— oag- 
» Multiplication— ১১ MAA 
» Product— ,, গুণফল 
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Innertial #гаше— 61107-59 
সমাকল 
Integral- সমাকল 
Intesration—সমাকলন 
Interval—অন্তরাল 


Intrinsic— == 
» Diflerentiation—,, অন্তরকলন 
» Derivative—,, অন্তরকলজ 
Invariant — আবচল 
Inverse transformation— farge 
রূপান্তর 
J 
Jocobian— জ্যাকোবিয় 
K 
Kronecker delta— ক্লোণেকার ডেল্টা 
Kinetic energy— গাঁত-শা্ত 
L 
Laplacian— ল্যাগলাসয় 
Level-line— ANSEF রেখা 
Level-surface—সমাতঙ্ক তল 
[101 সীমা 
Limiting %৪186--সীমান্মান 
17091 টোখিক 
Linear combination— taiag 
সংযোজন 
Linear— টোখিক- 
„» Equation— সমীকরণ 
» Transformation- রুপান্তর 
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Linear 91001089081 -লদ্ব-রৈখিক 


Line-integra 1 রেখা-সমাকল 
M 
Mechanics—বলাবদ্যা 


Metric— মৌদ্রক 
1৩1010-50301- মোট্রক-টেঞ্সর 
Міхей-{епѕог— ба-ла 
Moment— 81% 
Momentum—ভরবেগ 
Motion— গাত 
Multiple 0০10 বহ্যাবজ্ৰু 
Multi-valucd— বহূমান-বিশিষ্ট 
N 
Neighbourhood—usry 


Odd-permutatio ge fan 
Qneone-correspondenco-— কব 

সম্বন্ধ 
Орегаїог— а 
Order—_ag 


Ordered 10101৩1- করামত-সংখ্যা 


Orthogonal curvilinear system— 
লম্ব বন্ররোথক єз 
Osculating plane অচ্লেষক-সমতল 
p 
Pärameter— প্রাচল 
41807৩000- প্রাচালক 
Parallel qisplacement—srga=- 


সরণ 


ভেষ্টর কলনাবদ্যা ও (бәла 


1১181101157) সমান্তরালতা 
Partial derivative— আধাঁএক" 
TATAG ( আন্তরকলনাঙ্ক 
Partial differentiation— শক 
তন্তরকলন 
Particle— gef] 
Регшшаноп—{ {ДЯ 
Physical сотропеп{—[Ї- 
উপাংশ 
Plane of curvature—বক্তা-তল 
Point function—বন্দ:-অপেক্ষক 
Polar coordinate—[মz-স্থানাৎ্ক 
Position vector—অবস্থান-ভে্র 
Postulate—s্বণীকার্ষ 
Principal normal—পধান-লদ্ব 


R 
Radial—অরীয় 
Radius of curvature বতা" 
ব্যাসার্ধ 
Radius vector— TAF 
Reciprocal—অন্যোন্য 
Reciprocal base уесіог 149815 
মোঁলক-ভেষ্টর 
4 
Reciprocal tensor— 14915 (B 
Rectangular parallelopiped— 
আয়তবড়-থণক 
Rectifiable— tag siaa যোগ 
Regular 2:০_নিযত-বরুচাপ ç 
Relative tensor—আপোঁক্ষক টেলল। 


পারভাষা 


Ricci tensor— дї টেলর 
Riemannian coordinate— 


Raa gas 
Riemannian curvature- রিমান'য় 
বক্তা 
Row— সার 
১ 
Scalar— কলার 
Set— সেট 


Single valued—কমান-বাঁশচ্ট 
Skew Symmetric—qəlesq 
5расе— দেশ 


Space of constant curvature— 


বক্তা দ্থির দেশ 
Speed— pfo 
Spherical coordinate— q 
( স্থানাঙ্ক 


Strain— বিকাত 

Strain tensor— fafo twa 
Stress— aga 

Stress tensor— গড়ন ta 
Sub-interval— -uaaa 
Sub-space— бэр দেশ 
State— অবন্থা 


Summation convention— 


যোগরীতি 
Surfa Се তল 


Surface integral— তল*সমাকল 
Symmetric- গ্রাতসম 
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3507৩09--প্রাতসাম্য 
А т 
Tangent хере 
Тепѕог— ўва 
Телѕог differentiation — টে্সর 
অন্তরকলন 


Torsion 95% 
Tot а1— ogas 


> Derivative— ১, অন্তরকলজ 


» অস্তরকল 
F Differentiation—, অন্তরকলন 


» Differential 


Term— পদ 
Тгапвѓогтаіоп— опаа 
Transformation law— রূপান্তর 


নিয়ম 


Transverse— feg 


U 
Unique—অনন্য 
Unit vector— এককণভেৰর 

ү 
Variation— ton ( পাঁরব্তন ) 
Vector— ভেক্টর 
Vector саісшиѕ— (989 কলনাধদ্যা 
Velocity — (49 


Volume integral- আয়তন সমাকল 
wW 
Уогк J 


834 


Седа কলনাবিদ্যা ও টেন্সর 


(বাংল! থেকে ইংরাজী ) 


© 

আঁনা্দ'ণ্ট সমাকলন Indefinite 

integration 
অনুসঙ্গ — Соггезропіепсе 

-aap —Corresponding 
অনন্য—Unique 
ч, টেন্স—Conjugate 
tensor 

অন্তরকল Differential 
অন্তরকলজ্ব Derivative 
অন্তরকলন—Differentiation 
অন্তরকলনাগক Differential 


coefficient 
অন্তরকল бае Differential 
geometry 
Sara ধরকারক Differential 
operator 


অন্তরকলন যোগ্য —Differentiable 
অন্তরকল সমাঁকরণ Differential 
equation 
অন্তরগণন -Inner multiplication 
অন্তরগুণফল Inner product 
অন্তরাল—_]nterval 
অন্যোন্য—Reciprocal 
অবস্থান (Sš4q—Position vector 
আবচল—Invarient 
© °з বিন্যাস Odd Permutation 
অপেক্ষক—Function 


অরায্—Radial 

অঙ্লেষক তল—Osculating plane 
অক্ষ—Axis 

অক্ষ-তন্্—_System of axes 


ql 
আপোঁক্ষক одеа — Relative tensor 
আবদ্ধ সমাকল (AE )— 


Girculation 


আবন্ট রপান্তর—Induced trans 
formation 
আয়তন সমাকল — Volume integral 
আয়তষড়ঘনক— Rectangular 
parallelopiped 
আধাঁশক--৪:01থ1 
„ অন্তরবলজ--,, Derivative 
» অন্তরকলন--১, Differentiation 
» অন্তরকলনাগ্ক-_ » Differential 
coefficient 
উ 
উপ্‌-অন্তরাল—Sub-interval 
উপ-দেশ—Sub-space 
উপবত্ত—-Ellipse 
949% —Ellipsoid 
উপাদান—Element 
উপাংশ—Component 


| 
একক te24—Unit vector 
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একমান fae —Single valued 
একান্তর টেঞসর —Alternating tensor 


একক সম্বন্ধ —One-one-corres- 
pondence 
ক 
কণা —Particle 
কলমনাবিদ্যা—Galculus 


miog -Cartesian 

ক্লোথেকার ডেল্টা Kronecker delta 

কাল“‘— Curl 

কাৰ্য্য —Work 

কোসাইন 'দিগাগক Direction 
cosine 


কৌণিক ভরবেগ — Angular 
momentum 


gq —Order 

afao সংখ্যা Ordered number 

ক্রিস্টোফেলের প্রথম (fota) গ্রেণীর 

গ্রতীক--0101510101 symbols of 
first (second) kind 


9, q 
গাঁত—Motion 
Кә Kinetic energy 
গাউসীয় বক্তা-Gaussian 
curvature 


গোলায় স্থানাঙ্ক — Spherical 
coordinate 


গ্রাহ্য তন্ন Admissible system 
গ্রাহ্য মান Admissible value 


গ্রাহ্য রুপান্তর Admissible trans- 
formation 
গ্রৰপ—Group 
গ্রোডয়েন্ট ( নাতি )—Gradient 
ঘটনা—Event 
b, v 9 
চরম -Extremum (Extermal) 
Ба —Varjable 
Бїї—Агс 
5% —Юеіегтіпапі 
ভাঢ্য-তন্—Inertial frame 
িওডেসিক Geodesic 
[জওডেসিক gap — Сеойеѕіс 
coordinate 
জ্যাকোবিয় —Jacobian 
টড 
টেষ্সর Tensor 
wa অন্তরকলন-_190507 аШегсп- 
tiation 
ডাইভারজেন্স—Divergence 
ত 
তল— Surface 
তল-সমাকল—Surface integral 
তঁড়চ্চালক বল —Electromotive 
force 
তাঁড়ৎ গাঁতাবন্যা—Electro-dynamics 
ед“ —Тгапѕусгѕе (Cross- 
radial) 
%gq—Acceleration 
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দ্র 

দিক-অন্তরকলজ 71911990901 
derivative 

দেশ —Space 
দৈ্ঘ-নর্ণ়যোগ্য —Rectifiable 
দুরক —Radius vector 
аат 4 —Віпогта1 
দ্বি-সমাকল—Double integral 
দ্রাত—Speed 


ধ,ন 
1:44 — Constant 
95417 —Constant direction 
ая —Сопвќапі magnitude 
নিয়ত বরচাপ--1২92101 arc 


পপ 
পদ —Term 


পরম টেন্সর--/১১3০14০ tensor 

পরাবুত্ত -Hyperbola 

পীড়ন টেন্সর Stress tensor 

পূর্ণ —Total 
অন্তরকল—Differentia!l 
অন্তরকলজ্ — Derivative 
অন্তরকলনাত্ক —Differentia) 


cocficieni 
ATAF — Operator 
প্রীতিল —Contravariant 
প্রাতসম —sy mmetric 
পীতসাম্য — Symmetry 


ভেষ্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর 


প্রধান লন্ব—Principal normal 
প্রাচল —Рагатеїег 
প্রাচালক— Parametric 


4 
বক্তা —Curvature 
বক্রতা-্তল —РІапе of curvature 
বক্তা (эха —Curvature tensor 
а ga —Radius of 
curvature 
аа-а দেশ —Space of constant 
curvature 
বন্তরোখিক —Curvilinear 
বক্ররেখা —Сигуе 
বদ্-অন্তরাল_-010590 interval 
বদ্ধ-বক্তরেখা—Cl০sed curve 
বল=— Force 
বলাবদ্যা Mechanics 
5;-1азт; Multiple point 
বহমান বাশল্ট—Multiple valued 
{কাত Strain 
fapio- Strain tensor 
বানময়-নয় — Cumulative law 
বিষ্দন-অপেক্ষক — Point function 
বন্যাস Permutation 
বিপরীত wa — Reciprocal tensor 
বিপরণত মৌলিক toza Reciprocal 
base vector 
faalo রুপান্তর Inverse trans- 
formation 
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বিপ্রাতসম-_Skew Symmetric 
qia Increment 

ta — Velocity 

বৈলন — Gylinder 

বেলনাকার —Cylindrical 
বেলনশ্ানাঙ্ক_-09110011021 


co-ordinate 


445% —Torsion 
DA 'বাশন্ট ОҒ several vari- 
ables 
° 
ভরবেগ -Momentum 
ভেক্টর —Vector 


ভেদ ( পারবত'ন )—Variation 
ভেদ-কলনবিদ্যা_-081০0105 of 
variation 
ভেন্টর কলনাবদ্যা_-৮০০$০: calculus 
ভৌত উপাংশ-_7179৭1081 compo- 
nent 
ভ্রামক —Moment 


ম 
মসণ —Smooth 
mat Dimension 
মানিক —Dimension:! 
মিশ্র-চেণ্সর্ Міхей tensor 
NT- Free space 
aiis —Metric 
মোীক-টেম্সর —Metric tensor 
2 
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মের;-স্থানাংক —Ро!аг coordinate 
মৌঁলক-আকার—Fundamental 

form 
মৌলিক ভেক্টর Base vector 
মৌলিক টেন্সর -Fundamental 


tensor 


q 
905 —Arbitrary 
amato -Summation conven- 
tion 
যুগ্ম —Even 
বর 
Tale Шела Ricci tensor 
fanaa দেশ -Riemannian space 
famata বক্তা —В1етаппїап 
curvature 
রিমানীয় ছ্ছানাঙ্ক — Riemannian 
coordinate 
রুপান্তর —Transformation 
রূপান্তর নিয়ম —Transformation 
law 
রেখা সমাকল — Line integral 
রোঁখক —Linear 
tatag রুপান্তর Linear transfor- 
mation 
রৈখিক অন্তরকল*সমীকরণ —Linear 
differential equation 
talas সংযোজন —Linear combi- 
nation 
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সমান্তরাল-স্রণ—Farallel displace- 


ment 
সরণ —Displacement 


সহগুণক— Cofactor 

সহচল —Соуатїапї 

সহচল নিয়ম —Covariant law 

সহচল টেন্সর ( ভেক্টর )—Covariant 


tensor (Vector) 
সহচল অন্তরকলজ্ব—-Covariant 


derivative 
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а чарне” г. 
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সামীপ্য —Neighbourhood 
সার Row 
aia — Boundary 
aiio —Definite 

» সমাকল-_- ›› Integral 

» সমাকলন _ ›› Integration 
সীমা_া7001 
সমা-মান —Dimiting value 
নেট —5еї 
স্কেলার —Scalar 
эзе —Соогӣіпаѓе 
স্থানাগক еп —Соогдїпаїс system 
স্থানাঙ্ক তল -Coordinate surface 
зәрф Tangent 
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function 


হারমোঁনিক সমীকরণ Harmonie 
equation 


— 


পাতা RTE 
6 5 
9 1 
1 
12 1 
12 7 13 
14 3 
0717 
19 6 
20 4 
20. 
200 < 
22 4 
চির 
2 з, 
221 
23 7 
24 12 


শুদ্ধিপত্র 


যা আছে যা হবে 
lim [Ф (u) f (uy) lim [Ф (и) f (6)] 
и У а и -> a 
d qat 
du? d 
du £ lim n(u-+ An) — n a) 
du Au— 0 Au 
dn _ lim nu Au) —n (u) 
du Au > 0 Au э 
ав df 
q * F 2 F 
lm A lim ДЕ 
Ли» 0 Au /৬/ ৯0 Au 
৫108) df (и) z 
du du রি 


кав & МДЕ ৫7722 এ 
EF (F P+F ) вЁх (4, ВР) 


du 
4 (i (41 
5u? cos u Su? cos и 
| сози — sin u 0| [ов шшш 0| 
— (43 cos u—3u? sinu) — (и? соз u + Зи? 5110 u) 
— b x a sin wt — b X a sin2 wí 
u0 £ =1 
i + 3j + 5k i + 3j + 6k 
2í + 8j 2j + 8k 
(b) —j +k (b) — j + 3k 


i dr 
m. 2r (сә) 


67 
69 


14 


1 


ভেষ্টর কনলবিদ্যা ও টেষ্সর 
{r +b} (m pay. 
টি д 
fu (uo, 7) wa aa 
т কে 
^4] টি 
Ер Л (и, у) 
СВ অতএব 
মা ш») 
৪ x 8] af af 2 
ди д» эй > 
নি ১8758 
сард е" 
би, ж: 
(1°18 Bii) (1:18 811) 
сае гае r = а cos пи এবং 
г = Б зіп Ки р = b sin nu 


(1-8 Bii), (1-8 Ву) 
(1°8 Вії), (1-7 Bv), 

(1°8 Bi) 
B=0 


%43 


БҮЛЕ] 
এক্যতল 
p.p 


এঁক্যতলের 


| হল, ৫ এবং %...] 
(grad y) 


(1:18 Віні), (1°18 Bv) 
(1:18 Biii), (1°18 BY) - 
(1:18 Bi) 
B = 2i + J 
u? 
10; + j — 4k 
34/713 
সমাওকতল 
P.P 
সমাঙ্কতলের 


[9 ছল, с এবং n এর... ] 
grad (ну) 


эг {ай 341 


25 ттт +24 +h) T о наб 
75 12 хі-уј Ф2 рр. 

75 15 (т — г) (т == ro) 

2 (+1 = 

77 б 100 —j) Ё — ñ 
7 

এ ан মান 1, 

86 13 সে Yz সে খল 

A A A A А 

88 7 iqi + 14 Кз 171 4745 4 а 
90 2 Vu 45৮ уи уу 

90 15 (#. ү) ғ (7. у) в 

91 8 (n + 1) r" (n + 3) т" 

9 9 div (5) = div (=) 0 

102 8 су — Сх Cay — Caz 

103 1 6х?у 6xy 
105 6 е Те? + er = e + e-+ е2 = 1 

A А ^ ^ 
105 10,11 е, (Gesa) j ез (езез--.) i (es ез.) J (es ex...) 
+ 65 (е ё...) + (е, ea...) 

12 24 ডু (ড় Ж) y x (V x f) 

114 о Wu.(Vu XVW) yu. (Vy X ум) 
115 4 Rectification of Rectifiable curve 

application 

115 7 এক এবং 

116 з {ө অন্তরালের 

16 20 ওল s = b পৰ্যন্ত, 


17 8 ян зер 


342 


124 


183 


ভেতর কলনবিদ্যা ও (елд 


zx + zy 
4 


. A 
= sinu cos v i 


*' A 
+ এ 510 /8) 


. A 
~ Snuk 
asinu 
sin? u cos? у 


COS v 
4 


y=l;z=1 
যাক্ষেক্ষে 


(а= 42) f 


72 (4 – хук] 


1.191 
15 

প্রথম 

-qas 

- 0xš 

u; ayi 


+ y' sin y? ад/ 
У Sin y? cos у о 
ui ду 
xi 
иби був ціці 


Somplination 
সমকেণাটও 


Zx + xy 
41 


А 

= sin u cos уі 
z A 
+ asin u sin vj 


A 
— asin uk 
— asinu 


sin? u cos? и 


(ха = 4x) j 


72 (4 — x?) Ё] 
€ একা বদ্ধ-বক্ররেখা 
1 lof 


মিরর ео 
Ф y’ sin у? соз у" ууз 
әу! 
иј ৪ | 
ији, Sjt = иуи? 
‚ 98 
4 9)? 
combination 
সমাকরণাঁটিও 


191 


192 


193 


196 


204 


205 


206 
206 
207 
208 
212 
217 
219 
226 
233 


234 


236 


18 


17 


fi is... і, _ їз l, 
=B х = В 
Љ Ја ... 75 Jije ০০ 
в” im 
ik ijk 
АЗ Абу, 
(2) ду <° ү (2) ду^з 
4s дхп <s әх? 
11০০০ 20,০০7 11--51 টা: 
1? > ТТЕ м 
Лев jies Л... Ле} 
ax Әх 
ду" 97777 
« = [ау Ах = gy |? Ax 
1. 
Гаа? ps ЛЫ» 
А? Аў; 
Әх! axl 
Ам ayi An Dİ 
Аз = ds 
üi হবে। и হবে। 
Zij U; uj Zij u? uj 
= Aig = Ai g; 
921 oen 
20 де” gij дх^ 
$ 


‚АЕ 


дх=* дхЁ gx” ч 
yi ду) ə 


[ к \ әх“ ox ду! 


343 


«В J әу дуў ৪৮৮7 


344 


237 . 


241 


241 


242 


244 


247 


248 


249 


249 


250 
250 


256 


1 


° 


13 


15 


19 


ভেক্টর কলনাবদ্যা ও টেন্সর 
- 1 Шш) 
«ВЈ ae Ui ]„әх* ox 


-1%)] 


+ ү ij Ja 


duaf k 
ax? { ij fu 


ц 8° 9° уі. ах 
Әх әх? дуу 


অবকলন 


d (89 uèu) 
dt = 


osi avi Әу). 
ax? дах“ ax” 


дщ 
əxi -f4 Te 


{eb} 


Әх? 
৪৮ Әх? дуў 


дай aE T } ГИ 
-{ 48 
RELI } 


j 1 
Д, 
Ау Ац = 
пй, hs ЛЕ; 
নো হা 
К... 
টি 


নহি 


টি help m 


মৌলিক টেন্সরের BNT 


অন্তরকলন 
d (gy Wv) _ 
а 


Шы ` 345 


25 ‚ Ô Bih 88; 
8 1 ঠঃ дх^ i Е; xÈ 
258 g дв. дв; 88; _ д8; 
957 дх7 Әх) = oxi ... 
263 10 6б = 05 2 
263 11 Gs: = G: = 
266 ০১৪8.) P LOSS 
8 # gy P — 8 gy PI 
268 5 +Í i } idx} dpi i .dxh 
ds к]? Шз “ПЕ T е এ 
= — rpi ы 
28 10 xs %9 নি ছল 
268 1 49 
а < жы ‚4 
1 k 
268: 16,17 еы 4, ын, ШИНЕ 4 
i Vat k? VaR Va К" уаз ERs 
—a —а 
269 2 k a + k2) k (а? + К?) 


; А X 
269 3 M= lik = ayel АЗ = —1, k= FR! 


269 8,10, k? এবং 2а (৫১ +k) 2 গাল K: হবে 
11, 12, 14 


269 16,17 k, (a + k?) mE К,К% Да К, K? вд 
299 18 TAE সু 

274 10 55 Н, } ug ax =Í A ug 

289 73 = = | aw 


20 17 কোন mi কোন пеш 


o 


21 


22 


у= yi (дї, да, am) 


дхј OF 


T= [И m 


- Í: 
{А 
sj i 
ЕҢ, 
Ci Ai у 
dAB 
745 
Ax; p = A; g 


д? хі КЕ, 
87% ду! {= % 


Aah 


Zn [ 12 ] 


yi = yi (m, #, ... R”) 


É 
ভেক্টর কলনবিদ্যা ও টেন্সর [2 
аф = dt š 
Т 
а® $) K 
(= є=0 -( є Je =0 ! 
হে 
Фф) = } F( ০ 
0 
— Bip# — Zig #8 
(11217) (1121) 
віп cosg q _ sin 0 ০039 ৪ 
টিটি নক» бтр l? 
әу! avi | 
8 i дх? | 


Lar aia ғ Ё 


৪৮ 98% 


гуа f 


2) 


J 
{i} 
dbx 
С.А is 
dAJB 
( ds 


Až; в = AŽ, в 


E12 
306 20 
307 3 
307 8 

EA 11 
308 12 
308 13 

17 
809 3 
310 
310 16 
311 17 
315 4 
316 9 
318 8 


ка? 


ЕЯ 55557 


347 


8: хі х?в; 5 


y 1 oxi 


жыл Pra - 
১2868 ৪5 


Seip = 
যা x: 
মৌল আকার 
মৌল আকার 


k হয়, তবে k 
K = Вз / 4, 


GHS) 


82781 — Eik Ejh 


9%” 
ә? xi _í y әх 
= әз — 2046) бу 
যা х, 

মৌলক আকার 

মৌলক আকার 

К হয়, তবে К 

К = Кз [а 


(2)-18) 


Sik 877 — Eim jh 


নিশ্চল আঁবচল 

Куһт 1 

Хх? = sin z x? = ul sin u? 
— Əx< д&5 — әв 929 

7 Bu ON фхў ) ৪৪ gxi উদ] 

üi bi ui bi 

(Stvess) (Stress 


ভেক্টর ঝলনাবদ]া ও টেশ্সর আপাত 9:10 বিষয় মনে 
হলেও একটি অপরটির পাঁরপুরক 1 একথা অনগ্বাঁকার্য* 
যে উচ্চতর গাঁণত ও প্রযুক্তি বিদ্যা অধ্যয়নে এ দুটি 
বিষয়ের প্রয়োগ ও গুরুত্ব অপাঁরসীম। প্রকৃতপক্ষে 
„ ইহারা উচ্চতর ফলিত গাঁণতের ভাষাস্বরূপ॥ এই বইতে 
ভেক্টর কলনাবদ্যার বিস্তারিত আলোচনা; টেন্সর ও তার 
প্রয়োগ বিষয়ে বিশেষ ভাবে আলোচনা করা হয়েছে। 
এছাড়াও ফাঁলত গাঁণতের বাভিন্ন শাখাতে এর ব্যবহার 
ও উপযোগতা বিষয়েও ধারণা দেওয়া হয়েছে 1 সংক্ষেপে 
বলা যার, এই সদর বইর মাধ্যমে গণিতজ্ঞ পদার্থবিদ, এবং. 
প্রয্যান্তীবদদের অনেক স্যাবস্তৃত চিন্তাধারাকে উৎসাহিত 
করার চেথ্টা করা হয়েছে 1 


